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RESUMO: A demonstracao deste trabalho usa topicos de calculo vetorial e algebra para provar o teorema
generalizado de Pitagoras no espaco utilizando um triedro tri-retangular que origina um tetraedro. O
objetivo deste artigo é demonstra que a soma dos quadrados das areas das faces de um tetraedro equivale
ao quadrado da face oposta. Amplamente foram utilizados alguns conceitos de produto escalar, identidade
de Lagrange e matriz de Gram. Os resultados mostraram que suas varias aplica¢fes, conduz-se a uma serie
de resultados e conclusdes importantes na Matematica, Engenharia, Ciéncia e Geometria. Com isso,
conclui-se que a generalizacdo do teorema de Pitagoras por triedro tri-retdngulo usando a matriz de Gram
e esta Importante Identidade de Lagrange, é uma importante contribuicdo, pois amplia sua relevancia e
importancia na matematica e outras areas de conhecimento.

Palavras-chave: Identidade de Lagrange. Matriz de Gram. Generalizac¢do do teorema de Pitagoras.

ABSTRACT: The demonstration in this work uses topics from vector calculus and algebra to prove the
generalized Pythagorean theorem in space using a tri-rectangular trihedron that gives rise to a tetrahedron.
The objective of this article is to demonstrate that the sum of the squares of the areas of the faces of a
tetrahedron is equivalent to the square of the opposite face. Some concepts of scalar product, Lagrange
identity and Gram matrix were widely used. The results showed that its various applications lead to a series
of important results and conclusions in Mathematics, Engineering, Science and Geometry. With this, it is
concluded that the generalization of the Pythagorean theorem by a tri-rectangle trihedron using the Gram
matrix and this Important Lagrange Identity is an important contribution, as it increases its relevance and
importance in mathematics and other areas of knowledge.

Keywords: Lagrange Identity. Gram matrix. Generalization of the Pythagorean theorem.
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INTRODUCAO

O teorema de Pitagoras, formulado no século V1 a.C., representou um marco fundamental da historia

da matematica e geometria (BOYER, 2012). Contudo, ao longo dos séculos, matematicos de diversas
culturas buscaram generalizar esse teorema além do contexto inicial de triangulos retangulos no plano.

A busca por generalizagdes levou a descobertas notaveis, expandindo o alcance do teorema para
diferentes dimensdes e estruturas geometricas. A trajetoria historica dessa generalizacao reflete o desejo
constante da humanidade de compreender e aplicar principios matematicos fundamentais em contextos
cada vez mais abstratos e desafiadores.

Neste trabalho de pesquisa pretende-se realizar a demonstracdo do teorema de Pitagoras
Generalizado, especificamente por meio de um triedro tri-retingulo, onde exploram-se as relagdes
geométricas tridimensionais que envolvem os lados de um solido. Diferentemente das demonstracfes
tradicionais no plano, essa abordagem expande a aplicagdo do teorema para situacbes mais complexas,
diferentemente das convencionais.

Ao examinar os triedros tri-retangulos, que sdo constituidos por trés vetores ortogonais, pode-se
explorar as conexdes entre 0s comprimentos desses vetores e investigar como o teorema de Pitagoras se
manifesta no contexto tridimensional. Essa perspectiva contemporanea ndo apenas enriquece nossa
compreensdo da geometria espacial, mas também destaca a versatilidade e aplicabilidade continua do
conhecido teorema de Pitagoras em contexto mais abrangentes.

Desta maneira, esta pesquisa pretende preencher uma lacuna com relacdo a demonstracfes desta
generalizacdo do teorema de Pitdgoras, uma vez que foi realizado um estado da arte sobre o tema
“Generalizagdo do Teorema de Pitagoras usando Triedro Tri-Retangulo” e ndo foram encontradas
demonstracdes usando abordagens desta pesquisa.

Este tema referente a novas demonstracoes sobre Generalizacdo do teorema de Pitdgoras usando o
Triedro Tri-Retangulo, surgiu da necessidade de aprofundar o entendimento da Geometria Espacial
contemporanea. A medida que a matematica evolui, surgem novas abordagens e contextos nos quais o
teorema de Pitagoras pode ser aplicado, (ABREU, 1., 2023)

A investigacdo dessas abordagens inovadoras em triedros tri-retangulos, como acima citadas, ndo
apenas enriquece o conhecimento tedrico, mas também oferece insights praticos em campos da fisica,
engenharia e ciéncia da computacéo, onde aplicac¢des tridimensionais séo frequentes.

Além disso, compreender essas generalizacbes contribui para a expansdo do repertorio matematico,
promovendo a descoberta de relagbes geométricas em ambientes mais complexos. Essa pesquisa ndo s
preserva a relevancia do teorema de Pitagoras, mas também destaca seu papel adaptavel e vital na resolugédo

de problemas contemporaneos.
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METODOLOGIA

Nesta esta pesquisa realizou-se uma revisao abrangente da literatura matematica para compreender
as demonstragdes existentes e as abordagens ja utilizadas “Estado as Arte”, sobre o tema envolvendo as
demonstragdes sugeridas neste trabalho, com a finalidade de contribuir com nova prova deste teorema no
espaco. Além disso, procurou-se identificar trabalhos recentes que tenham explorado o tema, destacando
lacunas de conhecimento ou novas perspectivas.

De forma clara e concisa, estabeleceu-se a definicdo do triedro tri-retangulo, delimitando suas
propriedades e caracteristicas fundamentais, onde procurou-se explorar a relacdo entre os vetores
ortogonais que compdem o triedro e sua relevancia para o teorema de Pitagoras no espaco.

Uma comparagdo das novas demonstragdes com as abordagens tradicionais, destacando
semelhancas, diferencas e vantagens proporcionais pelo uso do triedro tri-retangulo foram realizadas.

O triedro tri-retdngulo é um conjunto de trés segmentos de reta que se interceptam em um ponto e
forma angulos retos entre si. Uma das suas propriedades mais importantes € que as medidas das arestas que
compdem cada plano estdo na propor¢do de 3:4:5, o que implica que o triedro é tri-retangulo. Essa
proporcao Unica torna possivel calcular as medidas das arestas desconhecidas de um triedro tri-retangulo,
desde que se conheca a medida de pelo menos uma das arestas.

Os autores (IEZZI, Gelson, 2010) e apresentam uma explicacdo detalhada sobre o triedro tri-
retangular e suas propriedades. Uma das afirmacdes dessa referéncia é que a proporcao 3:4:5 é Unica para
um triedro tri-retangular, e que, se as medidas das arestas ndo estiverem nessa proporcao, o poliedro nao é
um triedro tri-retangular. Além disso, como mencionado anteriormente, esta proporcéo pode ser usada para
calcular as medidas das arestas desconhecidas de um triedro tri-retangular, desde que se conheca a medida
de pelo menos uma das arestas. Isso torna o triedro tri-retangular ainda mais Util para calculos em areas que
envolvem geometria espacial.

E importante ressaltar que a compreenséo das propriedades do triedro tri-retangular é fundamental
para um bom desempenho em geometria espacial. A seguir serdo apresentados alguns dos conceitos e
elementos relacionados a triedros de acordo com (DOLCE, 2013b Elon, 2014).

Um triedro é definido como a intersecdo de trés semiespacos ndo coplanares que possuem a mesma
origem V. Esses semiespagos sdo representados por g, €, € €5, que contém as semirretas V, , Vy, e V,
respectivamente. O triedro € representado por V(a,b,c) e é dado pela intersecdo dos trés semiespacos
(Figura 1):
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Intersecdo de semiespacos

Figura 1-Triedro: Dolce e Pompeu (2013).

E possivel definir o triedro como a unido de trés setores angulares formados pelas semirretas V, ,
Vi, e V.. Entdo ele é denominado de setor triedral ou angulo sélido de trés arestas. A orientacdo do triedro
pode variar, mas ele sempre serd a intersecdo dos trés semiespagos ou a unidao dos trés setores angulares
(Camargo; Carvalho, 2007). Elementos de um triedro (Figura 2):
a) Os elementos de um triedro incluem o vértice V, as trés arestas V, , V, , V, e as trés faces ou
angulos de face: aVb,aVc e bVc (ou ab, a¢ e be).
b) Os diedros do triedro sdo denotados por di(a), di(b), di(c) e cada um deles é determinado por
duas faces do triedro.

c) Uma secdo do triedro é um tridngulo ABC com um Unico vértice em cada aresta.

Elementos de um triedro

Figura 2-Dolce e Pompeu (2013b).

Um triedro notavel é o triedro tri-retdngulo (ou triedro tri-retangular), que possui faces com angulos

retos e diedros retos (Figura 3).
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Triedro notavel
a

P

30
—
b

Figura 3 -Dolce e Pompeu (2013a).

A presenca do triedro tri-retangular na geometria espacial € amplamente estudada e explorada em
diferentes livros, demonstrando a relevancia desse poliedro na matematica e em areas praticas. O estudo do
triedro tri-retangular permite a solucéo de problemas envolvendo célculos de medidas desconhecidas em
poliedros, tornando-o uma ferramenta Util para aplicagdes em &reas como engenharia, arquitetura e arte,
(DOLCE, Osvaldo, 2013b).

Como ja foi dito anteriormente, o teorema de Pitagoras € uma das mais importantes e fundamentais
descobertas da matemaética, e tem sido utilizado por inimeras geracfes de estudantes e profissionais em
todo o mundo. O teorema, como ja vimos, estabelece que, em um tridngulo retdngulo, o quadrado da
hipotenusa (o lado oposto ao angulo reto) é igual a soma dos quadrados dos catetos (0s outros dois lados).

O triedro tri-retangular, por sua vez, € um conjunto de trés planos que se intersectam em um angulo
reto e formam um sistema de coordenadas cartesianas tridimensionais. Esse sistema é fundamental para a
geometria analitica e para diversas areas da matematica e da fisica.

A relacdo entre o teorema de Pitagoras e o triedro tri-retangular é bastante interessante e relevante,
uma vez que o teorema pode ser usado para calcular a distancia entre dois pontos em um sistema de
coordenadas tridimensionais, (CAMARGO, 2007). Para entender essa relacao, podemos imaginar um ponto
P no triedro tri-retangular, com coordenadas (%, y, z), € outro ponto Q com coordenadas (x',y’,z").

A distancia entre esses dois pontos é dada por:

d={& -2+ —y)?+ (@ —2)?

Essa formula pode ser facilmente derivada a partir do teorema de Pitagoras (STEINBRUCH,
Winterle, 1991). Além disso, o triedro tri-retangular também pode ser usado para visualizar as relacfes
entre os diferentes angulos e lados de um tridngulo retangulo. Por exemplo, pode-se imaginar um triangulo
retdngulo ABC com a hipotenusa AB e os catetos AC e BC.

Se tracar um plano que contém a hipotenusa AB e a reta perpendicular a ela que passa pelo ponto C,

tem-se um dos planos do triedro tri-retangular.
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Esse plano também ird conter o angulo reto C, e pode utilizar as relagdes trigonométricas do
triangulo retangulo para calcular os valores dos outros angulos e lados. Por exemplo, a tangente do angulo
C para calcular a medida do cateto oposto AC, ou a cossecante do angulo C para calcular a medida da
hipotenusa AB.

Assim, a relacdo entre o teorema de Pitdgoras e o triedro tri-retangular é fundamental para a
geometria analitica e para a visualizacdo das relacdes entre os diferentes angulos e lados de um triangulo
retdngulo em trés dimensdes. Essa relacdo é amplamente explorada em diversos campos da matematica e
da fisica, e pode ser encontrada em diversas referéncias bibliogréficas, como (LAGES, Elon, 2006).

A seguir apresenta-se a base matemética que foi utilizada para desenvolver a pesquisa e a
demonstracdo do Teorema de Pitagoras Generalizado que séo aplicaveis ao triedro tri-retangular.

Dados dois vetores u, v € R® em notagdo vetorial ou em forma de coordenadas: 1 = x,7+ y,J +
Z1k = (X1, V1,21) € 1 U = x,1 + yo] + 2,k = (x3,¥,, 2,), chama-se produto escalar desses vetores, e se

representa por . v, a0 nimero real

—

UV =< UV == XX + y1V1 + 21 2,. Q)

Chama-se produto vetorial de dois vetores %, % € R® |, & = x,;0+ V4] + z:k = (X1, 1,21) €

U = x,0 + yof + 2,k = (x3,¥,,2,), tomados nessa ordem, e se representa por i X ¥ ao vetor

TXD = Lok V1 Z »_|X1 Z1 %+|x1 3’1|E @)
T Y1 ATy, 2, x; 2zl Ty oy,
Xy Y2 Zp

—

Note que o produto vetorial de i por ¥ também é indicado por UAv e Ié-se “ U vetorial ¥ € que a
definicdo de 1 x ¥, dada em (2) pode ser obtida no desenvolvimento segundo o teorema de Laplace. Portanto
u X ¥ € um vetor, (WINTERLE, Paulo, 2014).

A seguir, citam-se caracteristicas importantes do produto vetorial 1 x v: a) com relacdo a sua

direcdo, este vetor i x ¥ é simultaneamente ortogonal aos vetores u e ©. Veja Figura (3).
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Produto vetorial entre dois vetores

— .

uxyv

A
o

| u
1 I

Y

Figura 4: 1 x ¥ ortogonal aos vetores i e v.

b) O comprimento do vetor i x ¥ ¢ dado pela expressao a seguir, sendo 8 o angulo entre os vetores

U e v ndo-nulos:

lGx? | =i || |sind 3)

d) Identidade de Lagrange

i x 9% =[] |9]? — (@' 9)? (4)

Demonstracéo
Para a prova desta identidade, usam-se resultados ja conhecidos dos produtos notaveis, que é o

quadrado da diferenca entre dois termos:

(a — b)? = a® + b? — 2ab. (5)
(a=b)?+(c—d)?*=a?+b?>+c?*+d?*—2(ab — cd) (6)

Da Identidade de Lagrange, Equacdo (4), iremos denotar o primeiro membro desta igualdade por
(I), ou seja, |t x ¥|?, e os termos [|?2.|¥]|? e (w. ¥)? por (II) e (I11), respectivamente. A idéia serd mostrar
que (I) = (II) — (III) para provar a identidade.

Da Iguadade (1), ou seja, | x 7|2, desenvolve-se a definicdo de produto vetorial entre os vetores

— -

U e v em notacado vetorial ou em forma de coordenadas, conforme a Equacéo (2):
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Y1z

> |x1 Z1
Y2 Z

S |x1 }’1|—>
X Zp '

X2 Y2

= (122 — ¥221)T — (X125 — x,21)] + (X1y, — xz)’1)z
= ((3’122 = ¥221), (X123 — X221), (X1 — xz)’1))- (7)

Tomando o médulo do produto vetorial entre os vetores i e ¥, obtemos:

lixv| = \/(J’1ZZ — ¥221)% + (X125, — x221)% + (X1Y, — X2¥1)?

[UxV1? = (Y125 — ¥221)* + (X12; — %221)* + (X1, — %21)°
Usando o resultado da Equacdo (5), (a — b)? = a? + b? — 2ab, tem-se:

(V122 — ¥221)* = 122)* + (¥221)* — 2(y122)(y221)-
= }’12222 + }’22212 — 2y122Y27. (8)

(12 — %221)* = (%122)% + (X221)° — 2(x122) (%227

= x12222 + x22212 — 2x1Z2x2Z1. (9)

(12 — %2¥1)% = (1y2)% + (x2y1)% — 2(x1Y2) (X2)1)-

= x12y22 + x22y12 — 2X1Y2X2)1- (10)

Entao, pode-se afirmar que |1 x %|? = (8) + (9) + (10). (12)
[UxDI? = y1°2,° + y,°21 + %122, + %7217 + x1°y2° + %012 — 201225221 + X123%521 +

X1Y2%2Y1)- (12)
Portanto, desenvolveu-se o primeiro membro da Identidade de Lagrange, Equagdo (4). O proximo
passo sera desenvolver o segundo membro desta identidade que € composta pela expressao:

112, 15)? — (@ 9)2. (13)

Agora iremos realizar o desenvolvimento individual de cada membro da Equagédo (13) e mostrar

que A Equacéo (12) equivale a Equacao (13).
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|17|2- |1_7)|2 = (x12 + J’12 + le)- (xzz + }’22 + Zzz)-
= x1%%,% + %1%y, + x122,% + ¥1°%,% + Y17yt F yiPz% + 2Pt +

(14)

2., 2 2, 2
Z1°Y“ + z1°Z,°.

Usando a defini¢do do produto escalar usual, tem-se:

Wo =1 = (g1 +y1] + 21K). B0 + yoJ + 22k) = Cer, y1,20). (2, Y2, 2) 2 X126, + Y175 + 212,
W@ 9)? = 01Xz + Y12 +2122)% = (01X + Y12 + 2122) (X1 X, + Y12 + 2122). (15)

Aplicando-se a Propriedade distributiva na Equacdo (15) e rearranjando, vem
W V)? = x120° + y1°¥2° + 217257 + 2(01X201 Y2 + Y1Y22122 + Z125X1X3). (16)
|1|2. 9|2 — (w.¥)? = (Equacgdo(14) — Equacdo(16)):

[U|%. [D]% = x1%y2% + %122, + y1°%5° + y1° 2% + 202%5° + 2%y,° — —2(x1 1y, +
V1Y2Z1Z2 + Z123X1X3).
17)
Comparando as Equacdes (12) e (17), deduz-se que a Equacédo (4), Identidade de Lagrange, esta
demonstrada.
Para utilizar a definicdo da Matriz de Gram nesta demonstracdo, iremos assumir que para a area de

um paralelogramo, consideram-se trés (3) pontos néo colineares no espaco: P, 4, B € R3.

Fazendo i = PA e # = PB e considerando % + ¥ = PC, obtém-se o paralelogramo PACB, no qual
A=P+1iU,B=P+veC =P+ (d+ 7). VejaFigura (4) a seguir:

Paralelogramo PACB

~

Figura 4: Paralelogramo determinado pelo ponto P e pelos vetores i, ¥. (WINTERLE, Paulo,2014)

A matriz de Gram dos vetoresu e ¥ é por definicdo a expressao:
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U, d) (u,v)

g, v) = G0 (55 (18)

Sem nenhuma dificuldade, mostra-se que (i, v) = (¥, i), veja (STEINBRUCH, Alfredo, 1991).
Na referéncia (LAGES, Elon, 2014) mostra-se que o determinante da matriz de Gram, det. g (i,
7), € o quadrado da area do paralelogramo PACB. Veja a Figura (4). Segue a Expressdo Analitica do

Teorema:

det.g(d, ) = (Area do paralelogramo PACB)Z.

Diante da exposicao dos conteidos acima, iremos considerar um triedro tri-retangulo de vértice O,
cortado por um plano qualquer, formando o tetraedro OABC conforme Figura (5). Sejam §; =
Areado Aupc, S, = Areado ApgceS; = Areado Ayc,. O Objetivo é demonstrar que o quadrado da
area do triangulo ABC ¢ igual a soma dos quadrados das areas dos outros trés triangulos, usando a
Identidade de Lagrange na matriz e Gram.

Em outra palavras, podemos dizer que o alvo deste trabalho € mostrar de forma analitica que a
aplicacdo da idetntidade de Lagrange juntamente com a matriz de Gram, conduz ao Teorema de Pitadgoras
Generalizado usando o triedro tri-retangulo. Na referéncia (LAGES, Elon, 2006)., afirma-se que “O
quadrado da &rea do tridngulo ABC ¢ igual a soma dos quadrados das areas dos outros trés tridngulos”. Em
trabalho de pesquisa anterior , mostrou-se que este mesmo problema foi demonstrado usando (ABREU, I.,
2023).

Demonstracdo (Teorema de Pitdgoras Generalizado no Triedro-Retangular usando a Matriz de
Gram).

“w =99

Considere o produto vetorial dos vetores “ i e v”” dado por

Y1 4

s X1 Z
1 M1 Z1_y2 Z, _|

s>, 1%
Xy Zy |x

2

Vil n
y2| k. Entao
|1 x 73|2 = (12, — YZZ1)2+(x1ZZ - x221)2 + (XY, — xz}’1)2- (19)

Por outro lado, matriz de Gram dos vetores i e ¥ é por definicdo a expressao:

9@, 5) = [(l_i, u)y (1, 17)] _ [ X2+ yittz® xx Hyy. + Z122] (20)
' (v,u) (v,v) XoX1 + VoY1 2221 X7 YRR + 257

Sem nenhuma dificuldade, mostra-se que (%, #) = ((#, &), produto interno usual, veja Equacdo (1).

Conhecimento em Rede: explorando a multidisciplinaridade



BRAZIL

\/// HOME PUBLISHING

Segue que:

det.g(U,v) = (xlz + Y12 + Z12)- (xzz + YZZ + Zzz) — (X1 + Y1y, + Z122)2

= |u|%.|¥|? — (. 9)? = |1 x ¥ |? (Identidade de Lagrange)

Assim, det. g(d, ¥) = (Area do paralelogramo PACB)Z. (21)

Para esta nova demonstracdo do Teorema de Pitagoras Generalizado, utiliza-se a Figura (5) do
Triedro Tri-retangular sobre os eixos coordenados no espago, 0x, Oy e 0Oz, e assume-se que A =
(0,c,0),B =(b,0,0) e C =(0,0,a). Para este fim, considere as seguintes relacGes classicas dos trés
triangulos retangulos envolvidos na figura. Sejam S, S;,S, e S5 as areas dos triangulos retangulos ABC,
AOC, BOC e AOB. Ainda para a Figura (2), considere os vetores 1 = (b, 0,0),7 = (0,0,a) ew = (0,c,0)

sobre os eixos coordenados.

Tetraedro sobre os eixos

B=(0,b,0)

w [ .. -
‘ — —
#C= (000 x 4
Figura 5: Tetraedro Tri-retangular sobre os eixos
Entdo deduz-se pela Figura 1 que S = %(Area do paralelogramo PACB)
Area do paralelogramo PACB = 2. (22)
Substituindo a Equacéo (22) na Equacdo (21), tem-se que:

det. g(i,v) = (25)% = 452 (23)

Observe que S é a area do Ay, € deve-se mostrar que o quadrado da area do triangulo ABC é igual

a soma dos quadrados das areas dos outros trés triangulos da Figura 3. Dai segue que
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§? = ~det. g(t},5). (24)

Entdo deduz-se as seguintes relacdes para areas dos outros trés triangulos:

S = %det. g, ) » 45,% = det. g(i, V).
S,% = idet. g, w) » 4S5,% =det. g(i,w). (+) (25)
S;% = %det. g(@,w) » 4832 = det. g(¥,W).

45,% + 4S,% + 45,* = det. g(ii, D) + det. g(u, ) + det. g(¥,w).
4(8,% + S.°+ S3%) = det. g(4, V) + det. g(d,¥) + det. g(%,w). (26)

Neste ponto, calcula-se individualmente as matrizes de Gram formadas pelos vetores u, v e w.

<'l_i,a) (17,17) a2 0 — 2.2
@B.3) (B,3) |o b2|‘“ b~.
<l_i; a) (1_1, W) — |a2
(W,u) (W, w) 0
(v,v) (v,w)
wW,v) (W,w)

det.g(U,v) =

det. g(d,w) = c02| = a?c?.

det.g(v,w) =

_ |b2 0| _ p2s2
0 c? '
Dai deduz-se que da Equacdo (26) o seguinte resultado:
4(S1° + S,%+ S5°) = a?b? + a?c? + b2c2. (27)

Finalmente calcula-se a 4rea frontal S do A,pc que é formado pelos vetores t; = (0,b,—c) e t, =
(a,0,—c). Dai:

(tnt) (6%2)

(t2t) (t2t2)

45% = idet.g(t_l),t_z)) = idet

b?% + c? c?
45% = det =%+ c?.(a* +c?) —c*
c? a® + c? ( ). ( )
= b%a® + b%c? + c?a® + c* — c*.
4S? = a?b? + a®c? + b2c?. (28)

Comparando as Equagdes (27) e (28), tem-se:
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452 = 4(85,% + S,°+ 55°) > S = 5,7 + 5,7+ 557 cqd. (29)

Dai pode-se concluir com esse ultimo resultado apresentado pela Equacdo (29) que atingimos o

Nosso objetivo.

3 RESULTADOS

Nesta secdo apresentam-se e interpretam-se as principais descobertas no desenvolvimento do
trabalho, relacionando-as com os objetivos propostos. No caso do tema Teorema de Pitagoras Generalizado
no Triedro Tri-Retangular via Matriz de Gram, os resultados enfatizam tanto os aspectos tedricos quanto
suas possiveis aplicaces. Aqui estdo os tdpicos que puderam ser desenvolvidos: Formulacdo Matematica
do Teorema Generalizado, sendo que se demonstrou a descoberta geral desenvolvida para o Teorema de
Pitagoras Generalizado no triedro tri-retangular. Relacionou-se a expressao acima com a Matriz de Gram e
mostrou-se como ela simplifica os céalculos ao garantir que, no caso de vetores ortogonais, 0s termos fora
da diagonal sdo nulos. Explica-se como o determinante da Matriz de Gram, nesse caso especifico, pode ser
usado para verificar a ortogonalidade e calcular o volume do paralelepipedo gerado pelos vetores. Com
relacdo a Generalidade do Método, demonstrou-se que a formulagdo via Matriz de Gram € valida para
dimensGes maiores, com a soma dos quadrados das normas dos vetores ortogonais se mantendo verdadeira
independentemente do nimero de dimensfes. Apresentou-se casos em que a Matriz de Gram é usada para
calcular volumes ou areas em situagdes mais complexas, como em espacos de dimensdes superiores ou
com vetores ndo ortogonais. A simplicidade e a caracteristica do método para generalizar o Teorema de
Pitagoras, a contribuicdo do uso da Matriz de Gram para unificar a analise algébrica e geométricaea A
robustez do método em contextos tridimensionais e suas extensdes vem consolidar a metodologia em

aplicacdes em diversas areas da vida cotidiana.

4 DISCUSSAO

Com relacdo a discussdo, deve-se destacar a interpretacao com referéncia aos seguintes pontos:

o Sua interpretacdo: a explicacdo sobre como a Matriz de Gram fornece uma generalizacdo do
Teorema de Pitagoras pode ser estruturada em trés partes: intuicdo geométrica, papel da matriz
de Gram e generalizacdo no contexto tridimensional. 1sso pode ser feito pelo uso do teorema
de Pitagoras no plano. Geometricamente, isso reflete a soma das areas dos quadrados
construidos sobre os catetos sendo igual a area do quadrado construido sobre a hipotenusa. Esse
resultado estd diretamente relacionado a ortogonalidade dos vetores associados aos lados do
triangulo. Com relacdo a Generalizacdo para DimensGes Maiores, como em um espacgo
tridimensional, o conceito de ortogonalidade se estende para vetores que sao mutuamente

perpendiculares (no caso de um triedro tri-retangular). Nessa configuragdo, o Teorema de
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Pitagoras pode ser generalizado para incluir a soma dos quadrados das normas de trés vetores
ortogonais.

o Relacdo a aplicacdo da Matriz de Gram com a geometria: enquanto o Teorema de Pitagoras
classico se limita as relacbes de comprimentos no plano, a Matriz de Gram oferece uma
ferramenta que generaliza as ideias do teorema para multiplas dimensdes e para situagcdes onde
ortogonalidade e métricas mais complexas sao faceis. 1sso conecta o teorema com conceitos
avancados de algebra linear.

o Arelevancia do uso da Matriz de Gram no Teorema de Pitagoras Generalizado no Triedro Tri-
Retangular se manifesta de forma abstrata e generalizada, uma vez que a Matriz de Gram
oferece uma maneira sistematica e algébrica de estudo de propriedades de estudo de
propriedades geométricas como, comprimentos de vetores, angulos entre vetores (através dos
produtos internos), volumes de figuras geométricas. Destaca-se de forma evidente a conexdo
entre a algebra Linear e a Geometria. Dentre as inimeras aplicagdes podem-se destacar
Computacao grafica e Modelagem 3D, Engenharia e Fisica, Ciéncia de dados e Aprendizagem
de Maquina.

A Matriz de Gram fornece uma generalizacdo porque ela abstrai a ideia central do Teorema de

Pitagoras (relacbes baseadas em ortogonalidade e soma de quadrados) para qualquer conjunto de vetores e

dimens0es, preservando a ligacdo entre algebra linear e geometria.

O uso da Matriz de Gram transcende a simples generalizacdo do Teorema de Pitagoras no espaco
tridimensional. Ele se revela como uma ferramenta poderosa, unificando algebra e geometria,
possibilitando aplicacBes praticas em diversas areas e abrindo caminhos para analises mais sofisticadas em
matematica, ciéncia e tecnologia. Sua relevancia esta na capacidade de expandir conceitos classicos, como
0 teorema de Pitagoras, para contextos mais gerais e de alta dimensionalidade, enquanto mantém a

elegancia e a simplicidade algébrica.

5 CONCLUSAO

O estudo do Teorema de Pitagoras Generalizado no Triedro Tri-Retangular via Matriz de Gram
demonstra que a abordagem apresentada mostrou-se especialmente relevante por sua simplicidade e
eficiéncia, ao mesmo tempo em que oferece uma ferramenta robusta para analise de propriedades
geométricas complexas, como volumes e angulos em dimensfes maiores. Alem disso, a Matriz de Gram
revelou-se Gtil para unificar conceitos fundamentais de algebra e geometria, possibilitando aplicagdes que
vao desde o célculo de volumes até a verificacdo de ortogonalidade e por fim, este trabalho reforga que o
uso da Matriz de Gram ndo apenas generaliza o Teorema de Pitagoras, mas também abre novas
possibilidades de aplicagdo em diversas areas da ciéncia e tecnologia. Essa abordagem combina matematica
moderna e praticidade, oferecendo insights profundos e ampliando o alcance de conceitos classicos para

conteudo.

Conhecimento em Rede: explorando a multidisciplinaridade




BRAZIL

\/// HOME PUBLISHING

AGRADECIMENTOS

Gostaria de expressar minha profunda gratidao a Universidade Estadual do Maranhdo (UEMA) e em

especial ao Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT) que nos
forneceu um suporte técnico por meio dos ensinamentos vinculados ao programa, fornecendo uma base
solida para elaboracdo deste texto cientifico. Meu reconhecimento também se estende aos professores e
colegas do PROFMAT, cujas orientacdes, desenvolvimento e colaboragbes foram desenvolvidas

significativamente para o aprofundamento e a qualidade desta pesquisa.

Conhecimento em Rede: explorando a multidisciplinaridade




\ﬂ HOME PUBLISHING
) BRAZIL

REFERENCIAS

ABREU, I. S. Demonstragdes contemporaneas do teorema de Pitagoras no espaco por triedro tri-
retangulo. REVISTA CONTRIBUCIONES A LAS CIENCIAS SOCIALES. Séo José dos Pinhais, Parana,
Brasil, 2023, ISSN 1988-7833, V. 16, n.12, p. 32600-32620.

ABREU, I. S. IV Encontro regional de matematica aplicada computacional, (IV ERMAC), E-book. ISBN
978-65-5363-336-0. Matematica aplicada ao ensino. Associacdo brasileira das editoras universitarias
EDUMA, 2023.

ABREU, I. S. Evolugdo do teorema de Pitagoras: do tridngulo retangulo ao triedro tri-retangular. 1V
Encontro regional de matematica aplicada computacional, (IV ERMAC), E-book, Sdo Luis-Maranhéo,
Brasil, 2023, ISBN 978-65-5363-336-0, p.129-135. Matematica aplicada ao ensino. Associacgdo brasileira
das editoras universitarias EDFUMA, 2023.

BOYER, C. B., & Merzback U.C. Historia da matematica. 3. ed. S&o Paulo SP — Brasil; CDD — 510-9,
ISBN 978-85-212-06415, editora Edgard Blucher, 2012.

CAMARGO, I. de; CARVALHO, P. C. P. Geometria euclidiana plana. 3. ed. Rio de Janeiro: SBM, 2007.
(Colecdo Matematica Universitaria, 17).

DOLCE, Osvaldo; POMPEO, José Nicolau. Fundamentos de matematica elementar: geometria plana. 9.
ed. S&o Paulo: Atual, 2013a. v. 9.

DOLCE, Osvaldo; POMPEO, José Nicolau. Fundamentos de matemética elementar: geometria espacial.
7. ed. Sdo Paulo: Atual, 2013b. v. 10.

IEZZI, G.; DOLCE, O.; DEGENSZAJIN, D. Mateméatica elementar: geometria espacial. Sdo Paulo: Atual
Editora, 2010.

LIMA, E. L. et al. Temas e problemas elementares. 12 ed. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de
Matematica (SBM), 2006. Colecdo do Professor de Matematica.

LIMA, E. L. et al. A matemética do ensino médio. 9 ed. Rio de Janeiro: Impa, 2006. v. 1. (Colecdo do
Professor de Matematica).

LIMA, E. L. Geometria analitica e algebra linear. 1 ed. Rio de Janeiro: Instituto nacional de matematica
pura e aplicada (IMPA); Colecdo matematica universitaria, 2014.

STEINBRUCH, A.; WINTERLE, P. Algebra linear e geometria analitica. S&o Paulo: McGraw-Hill, 1991.

WINTERLE, P. Vetores e geometria analitica. 2 ed. Sdo Paulo: Pearson Education do Brasil, 2014.

Conhecimento em Rede: explorando a multidisciplinaridade




