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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo abrangente sobre congruéncias modulares e o Teorema Chinés dos
Restos (TCR), considerando sua importancia historica e aplicagdes praticas na resolug¢do de problemas
matematicos e computacionais. O trabalho tem como objetivo investigar e demonstrar como a
congruéncia modular, fundamentada na Teoria dos Numeros, pode servir como ferramenta eficaz no
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suporte a resolucao de problemas, apresentando sua implementacdo computacional e aplicacdes em
situagdes cotidianas. Para tanto, procede-se a intervengao pedagdgica sobre "Congruéncia Modular no
Ensino Médio" em uma escola estadual de Fortaleza-CE, utilizando metodologia qualitativa e
pesquisa-acdo, em que a exposicao tem sustentacdo pedagdgica e legal. Assim, a analise baseia-se
criteriosamente na Base Nacional Comum Curricular (BNCC, 2017), além do desenvolvimento de
implementagdes computacionais do TCR em linguagem C. Desse modo, observa-se que o teorema
demonstrou versatilidade em diversas aplicagdes, desde criptografia RSA até sistemas de verificacao
de codigos de barras, com implementacdo computacional eficiente de complexidade O(n log m). A
pesquisa também revelou beneficios pedagogicos significativos na contextualizagdo da matematica
através de exemplos praticos. Isso permite concluir que o TCR e sua implementacdo computacional
constituem ferramentas valiosas tanto no ambito tedrico quanto pratico, promovendo o
desenvolvimento do raciocinio logico e oferecendo solugdes eficientes para problemas
contemporaneos em areas como seguranca digital e validagdo de dados.

Palavras-chave: Congruéncias modulares. Teorema Chinés dos Restos. Ensino de matematica.
Matematica computacional.

ABSTRACT

This paper presents a comprehensive study on modular congruences and the Chinese Remainder
Theorem (CRT), considering its historical importance and practical applications in solving
mathematical and computational problems. The paper aims to investigate and demonstrate how
modular congruence, based on Number Theory, can serve as an effective tool to support problem
solving, presenting its computational implementation and applications in everyday situations. To this
end, a pedagogical intervention on "Modular Congruence in High School” is carried out in a state
school in Fortaleza-CE, using qualitative methodology and action research, in which the exposition
has pedagogical and legal support. Thus, the analysis is carefully based on the National Common
Curricular Base (BNCC, 2017), in addition to the development of computational implementations of
the CRT in C language. Thus, it is observed that the theorem demonstrated versatility in several
applications, from RSA encryption to barcode verification systems, with efficient computational
implementation of complexity O(n log m). The research also revealed significant pedagogical benefits
in contextualizing mathematics through practical examples. This allows us to conclude that TCR and
its computational implementation constitute valuable tools in both theoretical and practical terms,
promoting the development of logical reasoning and offering efficient solutions to contemporary
problems in areas such as digital security and data validation.

Keywords: Modular congruences. Chinese Remainder Theorem. Mathematics teaching.
Computational mathematics.

RESUMEN

Este articulo presenta un estudio exhaustivo sobre las congruencias modulares y el Teorema del Resto
Chino (TRC), considerando su importancia histérica y sus aplicaciones practicas en la resolucion de
problemas matematicos y computacionales. El articulo busca investigar y demostrar como la
congruencia modular, basada en la Teoria de Numeros, puede servir como una herramienta eficaz para
la resoluciéon de problemas, presentando su implementacion computacional y aplicaciones en
situaciones cotidianas. Para ello, se lleva a cabo una intervencion pedagdgica sobre "Congruencia
Modular en la Educacion Secundaria" en una escuela publica de Fortaleza-CE, utilizando una
metodologia cualitativa e investigacion-accion, cuya exposicion cuenta con respaldo pedagogico y
legal. Asi, el anélisis se basa cuidadosamente en la Base Curricular Comun Nacional (BNCC, 2017),
ademas del desarrollo de implementaciones computacionales del TRC en lenguaje C. Asi, se observa
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que el teorema demostr6 versatilidad en diversas aplicaciones, desde el cifrado RSA hasta los sistemas
de verificacion de codigos de barras, con una implementacion computacional eficiente de complejidad
O(n log m). La investigacion también reveld importantes beneficios pedagogicos al contextualizar las
matematicas mediante ejemplos practicos. Esto nos permite concluir que el TCR y su implementacioén
computacional constituyen herramientas valiosas tanto en términos tedricos como practicos,
promoviendo el desarrollo del razonamiento logico y ofreciendo soluciones eficientes a problemas
contemporaneos en areas como la seguridad digital y la validacion de datos.

Palabras clave: Congruencias modulares. Teorema del residuo chino. Ensefianza de las matematicas.
Matematicas computacionales.
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1 INTRODUCAO

A Teoria dos Numeros desenvolveu-se a partir de necessidades praticas de contagem e medicao
ao longo da historia. Esta drea da Matematica ganhou reconhecimento através das contribuigdes de
diversos matematicos e suas aplicacdes praticas.

O presente trabalho apresenta, com efeito, um panorama histérico da Teoria dos Numeros,
abordando seus fundamentos teoricos principais, com énfase nas congruéncias modulares. Essas sdo a
base do Teorema Chinés dos Restos e fundamentais para a resolugao de problemas matematicos. Nesse
contexto, busca-se investigar a aplicabilidade das congruéncias modulares ¢ do Teorema Chinés dos
Restos no ensino da matematica no nivel médio.

Conforme aponta Boyer (1996, p. 104), "a evolugdo da Teoria dos Numeros acompanhou as
necessidades praticas das sociedades ao longo da historia". Logo, a pesquisa surge da observagao da
dificuldade dos estudantes em compreender conceitos abstratos da teoria dos numeros ¢ da necessidade
de estabelecer conexdes mais significativas entre o contetido matematico e suas aplicagdes cotidianas.
Como complemento a fundamentacdo central desta pesquisa, adiciona-se, portanto, o aspecto da
matéria contribuir para a simplificagdo e assimilagao do estudante sobre multiplos conceitos.

Para se considerar tal efeito no ensino, foram conduzidas e apresentadas experi€ncias
desenvolvidas com discentes do Ensino Médio em uma Escola de Tempo Integral de Fortaleza, que
ocupa posicao destacada nos indicadores educacionais da Rede Estadual de Ensino do Ceara.

Com esta intervengao, buscou-se enriquecer, entre outros elementos da Base Nacional Comum
Curricular (BNCC), precisamente o contetido proposto, procurando evidenciar a relevancia de
compreender a aplicabilidade da teoria dos numeros. Isso se torna pertinente, principalmente, ao
destacar as congruéncias modulares no ambiente escolar atual em um contexto pos-pandémico, em que
as instituicdes de ensino articulam a recuperagao do aprendizado.

O proposito central deste estudo €, por conseguinte, explorar as aplicagdes mais relevantes da
aritmética modular em sistemas de identificacao e codificagdo contemporaneos, seguindo os objetivos
especificos, a saber:

1. Desenvolver uma implementagdo computacional eficiente do Teorema Chinés dos Restos em
linguagem C, visando aplicagdes praticas em sistemas de criptografia e validagdo de dados;

2. Analisar quantitativamente o impacto da aplicacdao de congruéncias modulares no ensino médio
através de intervengdes pedagogicas estruturadas em uma escola de Fortaleza-CE;

3. Demonstrar a evolug¢ao histérica e¢ os fundamentos tedricos da aritmética modular,

estabelecendo conexdes com sistemas modernos de identificagcdo (cddigos de barras, CPF) e

criptografia;
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4. Elaborar e validar um conjunto de estratégias pedagodgicas para o ensino de aritmética modular,
com foco em aplicagdes praticas e mensuracao de resultados através de avaliagdes
comparativas;

5. Documentar e analisar pelo menos trés casos de aplicagdo bem-sucedida do Teorema Chinés

dos Restos em problemas computacionais contemporaneos;

Sendo assim, a pesquisa justifica-se pelo esfor¢o de esclarecer a importancia das aplicagdes da
aritmética modular e do teorema chinés dos restos para a sociedade, além de destacar a presenca da
matematica em situagdes cotidianas. Sobretudo, o avanco de estudos nesse campo pode,
oportunamente, despertar o interesse em aprimorar as praticas pedagogicas no ensino da aritmética na
educagdo basica, favorecendo um ambiente propicio ao aprendizado matematico. Visa-se,
consequentemente, contribuir e fortalecer investigagdes na area computacional, ampliando o impacto

das aplicagdes dessa teoria em solugdes tecnologicas e cientificas.

2 REFERENCIAL TEORICO
2.1 EVOLUCAO HISTORICA DAS CONGRUENCIAS MODULARES

Ao longo dos séculos, varias contribuicdes foram deixadas por diversos pesquisadores para o
enriquecer dos saberes matematicos. Por isso, vale ressaltar o termo "saberes matematicos", uma vez
que esta ciéncia abrange multiplos campos de estudo e diversas metodologias para alcangar conclusdes
semelhantes, permitindo sua pluralizacdo enquanto area do conhecimento que fascina os estudiosos
desde a antiguidade. Naturalmente, as descobertas e refinamentos ocorreram conforme novas
perspectivas foram adotadas sobre esta disciplina, processo que continua em evolugcdo na
contemporaneidade e seguira nas épocas vindouras.

A teoria dos numeros, por sua vez, cuja aritmética constitui componente fundamental,
representa o segmento da matematica dedicado ao estudo da estrutura numérica e das operacdes
possiveis entre seus elementos. Por isso, esta presente no cotidiano de toda a sociedade, manifestando-
se em atividades como contagens, calculos monetarios, mensuracdes e analises de relagdes entre
grandezas. A aritmética estd entre os ramos mais primitivos da matematica, visto que as operagdes
elementares sdo executadas desde os primoérdios da civilizagdo, embora estudos mais sofisticados,
classificados como aritmética superior, tenham emergido apenas nos séculos XVIII e XIX.

O progresso da teoria dos nimeros encontra-se fundamentalmente vinculado aos imperativos

praticos do desenvolvimento humano. As concepgdes matematicas surgiram espontaneamente durante
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os esfor¢os para solucionar questdes cotidianas, com cada novo obstaculo catalisando o surgimento de
metodologias e instrumentos matematicos inovadores.

No ocaso do século VI, por exemplo, os hindus realizaram uma contribui¢do essencial,
conforme destacam Costa e Santos (2008, p. 11): “Apds a criagdo do zero, cria-se o sistema de
posicionamento da base dez, utilizando a casa das unidades, dezenas, centenas e ademais subsequentes,
livrando-se, dessa forma, dos problemas gerados pela auséncia deste, como, por exemplo, distinguir o
numero 15 do 105."

A elaboragdo de uma representagdo simbdlica do vazio representa uma conquista notavel do
intelecto humano, particularmente no contexto do inicio da era crista. Caraca (2003, p. 6) ressalta:
“Uma coisa que nem toda a gente repara € que essa numeragao constitui uma auténtica maravilha que
permite, ndo s6 escrever muito simplesmente os nimeros, como também efetuar as operacoes."

Afinal, a evolucdo dos sistemas de numeragdo foi motivada pelas exigéncias diarias da
civilizagdo. Consequentemente, diversos mecanismos de contagem foram concebidos, destacando-se
o abaco. Acerca desse dispositivo, Costa (1996, p.175-178) pondera: “Muito pratico, desobrigou o
homem do esfor¢o de acumulacdes, porém, exigiu o conhecimento das combinagdes resultantes da
posicdo de cada conta. Nao ¢, pois, um instrumento de calculo, mas, apenas, indica os nimeros
adicionados e subtraidos."

Ademais, a constru¢ao dos nimeros inteiros derivou da no¢ao primordial dos niumeros naturais,
originalmente elaborados para solucionar questdes de contagem. Embora os nimeros negativos tenham
emergido ocasionalmente desde tempos remotos, enfrentaram consideravel ceticismo na comunidade
matematica. Somente com o florescimento do comércio europeu, no periodo final da Idade Média,
manifestou-se a demanda concreta pela incorporagdao dos inteiros relativos € suas operagdes ao
arcabouco matematico.

No que se segue a historia da teoria dos numeros, ainda que o conceito de numero inteiro
preceda a sistematizacao dos nimeros naturais, contemplando sua utilizagdo em transacdes comerciais
e outras aplicacdes cotidianas, sua legitimagao formal foi um processo prolongado, como indica Hefez
(2016).

J4, na China antiga, o desenvolvimento da teoria dos nlimeros teve um momento significativo
com o texto matematico "Sun Zi Suanjing" (Manual de Aritmética de Sun Zi). Nesta obra seminal, o
matematico Sun Zi apresentou problemas que estabeleceriam as bases para o que viria a se tornar o
Teorema Chinés dos Restos. Particularmente o problema apresentado no volume 3, questdo 26, que

aborda a determinac¢do de nimeros através de seus restos quando divididos por diferentes divisores.
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Por outro lado, no século XIII, o matematico Qin Jiushao (1202-1261) deu um passo
significativo ao desenvolver uma abordagem geral para a resolugcdo destes tipos de problemas,
estabelecendo assim as bases tedricas do que conhecemos hoje como Teorema Chinés dos Restos. Esta
contribuicdo fundamental de Jiushao permitiu transcender os casos particulares, fornecendo um
método sistematico para resolver uma classe inteira de problemas similares (DING, 1996, p. 16).

A Aritmética tem sido, portanto, edificada com o auxilio de numerosos tedricos matematicos,
particularmente, desde Euclides, com sua obra Os Elementos (aproximadamente 300 a.C.), até atingir
seu apice no século XVII através das investigagdes conduzidas por Pierre de Fermat, que
proporcionaram grandes avangos para 0 campo.

De inicio, no periodo helenistico, Euclides de Alexandria apresentou em sua magistral obra Os
Elementos (cerca de trés séculos antes da era cristd) uma formulagdo que se assemelhava ao que viria
a ser conhecido como teorema fundamental da aritmética. Embora tenha oferecido uma demonstragao
para tal proposicao, foi apenas no século XIX que Carl Friedrich Gauss conseguiu estabelecé-lo com
rigor matematico, fornecendo-lhe a notacdo matematica adequada e elevando-o a condicdo de teorema,
formalizagdo esta que permanece valida e amplamente utilizada na matematica contemporanea (Hefez,
2016, p. III).

Posteriormente, em discussdes sobre aritmética modular, ¢ imprescindivel mencionar as
contribuicdes de Pierre de Fermat, jurista francés que cultivava a matematica, conforme os autores
Boyer e Merzbach (2012, p. 244) pontuam: “Fermat ndo era de modo algum um matematico
profissional”, considerando que matematicos posteriores se dedicaram ao estudo e demonstragdo
formal de suas proposicoes.

Uma ilustragdo significativa, apresentada por Mol (2013, p. 98) acerca do Pequeno Teorema
de Fermat, estabelece que, se p € primo e a ¢ um niimero nio divisivel por p, entdo aP~1 — 1 é divisivel
por p, embora o proprio Fermat ndo tenha fornecido uma demonstragdo formal quando o propds. A
comprovagdo deste teorema foi publicada inicialmente por Leonhard Euler, aproximadamente um
século depois.

As descobertas sobre aritmética modular esclarecidas por Fermat atrairam a atenc¢ao de outros
matematicos, em particular nos séculos XVIII, com Euler, e XIX, com Lagrange e Legendre, que
também se dedicaram ao estudo das elucidagdes propostas por Gauss. Nos séculos XVIII e XIX, a
matematica foi enriquecida pelas pesquisas de Leonhard Euler, Joseph Louis Lagrange, Adrien Marie
Legendre, John Wilson e Carl Friedrich Gauss. E significativo mencionar que, a partir do século XIX,

apos as contribui¢cdes de Gauss, a aritmética tornou-se em Teoria dos Numeros (Hefez, 2016).
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A historia relata que Gauss demonstrava, desde sua infancia, incrivel aptidao que o distinguia
dos outros estudantes de sua classe. Foi ele o pioneiro na aplicagdo de um raciocinio relacionado as
progressdes aritméticas quando, desafiado por seu professor a calcular a soma de todos os nimeros
inteiros de 1 a 100, identificou que ao somar 1 + 100 obtinha 101, 2 + 99 também resultava em 101, 3
+ 97 também totaliza 101. A partir desta observagdo, deduziu que poderia multiplicar 101 pela metade
de 100, ou seja, 50, que ¢ o total de pares somados para obter a soma de todos os numeros
compreendidos entre 1 e 100, chegando ao resultado 50 a 50, procedimento que hoje conhecemos
como a formula da soma dos termos de uma progressao aritmética, n(n + 1)/2 (OLIVERO, 2007, p.
110).

Com caracteristica de observador das correlagdes numéricas, Gauss notou que regularmente
utilizavam-se expressdes como “(a) fornece o0 mesmo resto que (b) quando divididos por (m)" (Sa,
2007) e esta constatagdo o instigou a desenvolver o raciocinio e os fundamentos da aritmética modular.
Como tal fenomeno se justifica? Ao verificar que numeros distintos quando divididos por um mesmo
divisor geravam restos idénticos, ele entdo estabeleceu que tais nimeros sdo congruentes, isto €,
“equivalentes", no contexto da divisibilidade por aquele divisor.

Destaca-se que a terminologia ‘“‘congruéncia”, neste contexto especifico, foi introduzida
pioneiramente por Gauss em seu tratado Disquisitiones Arithmeticae (Investigacdes Aritméticas)
publicado em 1801. Esta obra ¢ considerada o fundamento inaugural da teoria dos nimeros moderna.
“Nela, [Gauss] reuniu as contribui¢cdes de seus antecessores e revitalizou o campo, desenvolvendo as
teorias de congruéncias quadraticas, formas e residuos" (Mol, 2013, p. 125).

Por essa razao, e em virtude de suas notaveis contribuicoes ao estudo da teoria dos nimeros,
Gauss recebeu a alcunha de pai da aritmética modular. Foi através de seu trabalho que se estabeleceu
uma nota¢do matematica especifica para formalizar as questdes pertinentes a congruéncia modular e
outras relagdes aritméticas. Anos mais tarde, Gauss demonstrou que o Pequeno Teorema de Fermat
representa um caso particular de congruéncia, uma vez que “se a € um niimero primo € p € um nimero
inteiro qualquer, entdo p divide (a? — a)", podendo ser expressa utilizando a notag¢do de congruéncia
como 4f = a mod p”,

Na secdo subsequente, serdo explorados detalhadamente os conceitos fundamentais da
evolugdo da teoria dos nimeros. Convém enfatizar que tais nogdes emergem em consonancia com as
necessidades contemporaneas, manifestando-se naturalmente durante o processo de resolucdo de
problemas. Ressalta-se que cada necessidade emergente inevitavelmente suscita uma resposta

orientada a resolugdo da questdo apresentada.
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2.2 ASPECTOS DA TEORIA DOS NUMEROS PARA RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Tendo observado a relevancia e o desenvolvimento da teoria dos niimeros no tocante as
congruéncias modulares, no capitulo precedente, serao explorados agora os fundamentos matematicos
essenciais, abrangendo temas como divisibilidade e seus atributos, a Divisao Euclidiana, o universo
dos Numeros Primos e teoremas fundamentais como o Pequeno Teorema de Fermat.

Ademais, serdo investigados as Congruéncias Lineares, seus sistemas e aplicagdes, bem como
Equagoes Diofantinas Lineares. Nossa jornada se estendera pelos Teoremas de Wilson, Fermat e Euler,
culminando com o fascinante Teorema Chinés dos Restos e sua implementa¢ao computacional. Esta
sequéncia de conhecimentos constitui uma base fundamental para a compreensdo e resolucdo dos
desafios matematicos que motivam este trabalho.

A BNCC (BRASIL, 2017) propde cinco unidades temadticas que se correlacionam entre si, a
que se refere a numeros, por estar ligada diretamente a Teoria Elementar dos Numeros, tem como
finalidade desenvolver o pensamento numérico, que implica o conhecimento de maneiras de
quantificar atributos de objetos e de julgar e interpretar argumentos baseados em quantidades.

[...] Para essa construgdo, ¢ importante propor, por meio de situagdes significativas, sucessivas

ampliagdes dos campos numéricos. No estudo desses campos numéricos, devem ser
enfatizados registros, usos, significados e operagdes. (BRASIL, 2017, p. 268)

Vale ressaltar que, além da riqueza técnica destes conceitos, existe um beneficio ainda mais
significativo: o desenvolvimento do raciocinio logico e da capacidade analitica. Este processo ndo
apenas facilita a assimilagdo do contetido especifico, mas também cultiva habilidades cognitivas que
transcendem a matematica. Esta abordagem sistematica do pensamento se manifesta claramente no
desempenho excepcional de estudantes que participam de olimpiadas matematicas, os quais
frequentemente demonstram exceléncia académica em diversas areas do conhecimento. Tal correlacao
nio ¢ mera casualidade, mas sim resultado direto do desenvolvimento de habilidades analiticas
robustas e do dominio efetivo de conceitos matematicos fundamentais.

A incorporagdo do estudo de Congruéncias Lineares, seus sistemas e as Equagdes Diofantinas
Lineares, juntamente com os Teoremas de Wilson, Fermat e Euler, enriquecem ainda mais esta base
tedrica. Estes topicos ndo apenas complementam o entendimento da teoria dos nimeros, mas também
oferecem ferramentas poderosas para a resolugdo de problemas complexos e aplicagdes praticas na

matematica moderna.

2.2.1 Fundamentos de Divisibilidade e Congruéncia Modular

A teoria da divisibilidade pode ser compreendida através dos seguintes conceitos fundamentais:
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Esta estrutura fundamental da divisibilidade naturalmente conduz a um conceito mais amplo e
poderoso: a congruéncia modular. Quando analisamos os restos das divisdes por um numero fixo,
observamos padrdes que nos permitem agrupar nimeros com comportamentos similares, levando
assim ao conceito de congruéncia.

A Congruéncia Modular constitui uma extensdo natural da teoria da divisibilidade,
estabelecendo uma estrutura matematica que relaciona nimeros que, quando divididos por um mesmo
valor (médulo), produzem restos idénticos. Esta relagdo, formalizada por Gauss, proporciona uma
ferramenta poderosa para analise de padrdes numéricos e resolugdo de problemas complexos.

A estrutura formal da congruéncia modular estabelece-se quando dois numeros, ao serem
divididos por um terceiro (denominado moddulo), produzem idénticos restos. Matematicamente,
expressa-se como a = b (mod m), onde m, a, b € Z, indicando que a e b sdo congruentes modulo m. A
teoria fundamenta-se em propriedades cruciais:

1. Relacao de Equivaléncia:
e Reflexividade: a = a (mod m)
e Simetria: Se a = b (mod m), entdo b = a (mod m)

e Transitividade: Se a = b (mod m) e b = ¢ (mod m), entdo a = ¢ (mod m)

2. Propriedades Operatorias:
e Adigdo: Sea = b (mod m) e c =d (mod m), entdo a + ¢ =b + d (mod m)

e Multiplicagdo: Se a = b mod(m) e ¢ = d (mod m), entdo ac = bd (mod m)
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e Potenciagdo: Se a = b (mod m), entdo a" = b" (mod m)

Esta estrutura matematica estabelece fundamentos essenciais para diversos campos da
matematica aplicada, incluindo criptografia, teoria dos cddigos e sistemas de verificagdo de dados,
demonstrando sua relevancia tanto tedrica quanto pratica na matematica contemporanea.

A interseccao entre divisibilidade e congruéncia modular estabelece um paradigma matematico
de significativa relevancia pratica. Como destaca Sant'Anna (2013), o ensino tradicional
frequentemente reduz estes conceitos a regras mnemonicas, negligenciando o desenvolvimento do
pensamento analitico. Esta abordagem limita a compreensdo das estruturas matematicas que
fundamentam diversos sistemas de verificagdo e validagdo contemporaneos.

O arcabougo teodrico-matematico da congruéncia modular, fundamentado na teoria dos
nimeros, estabelece uma estrutura algébrica que relaciona elementos numéricos que, quando divididos
por um mesmo moddulo, produzem restos idénticos. Esta relacdo de equivaléncia, formalizada
inicialmente por Gauss em seu tratado Disquisitiones Arithmeticae, constitui um sistema matematico
que estrutura diversas aplicagdes praticas na atualidade.

A formulacdo matematica rigorosa deste conceito pode ser expressa como uma relagdo de
equivaléncia em Z, onde dois nimeros a € b sdao considerados congruentes modulo m (denotado por a
= b mod m) se, e somente se, m divide a diferenca (a - b). Esta defini¢do fundamental gera uma parti¢ao
do conjunto dos nimeros inteiros em classes de equivaléncia, proporcionando uma estrutura algébrica
rica em propriedades e aplicagdes.

Esse arcabougo teorico da congruéncia modular, caracterizado pela relagdao entre niimeros que
compartilham o mesmo resto quando divididos por um modulo comum, transcende sua defini¢dao
formal para oferecer aplicagdes praticas substanciais, incluindo:

1. Sistemas de Verificacao:
e (Cddigos de barras;
e [International Standard Book Number (ISBN);
e Cadastro de Pessoas Fisicas (CPF);

e Validagdo de documentos digitais;

2. Critérios de Divisibilidade: De acordo com Muniz Neto (2022), a abordagem através da
congruéncia modular oferece uma perspectiva mais profunda e estruturada. Para um modulo

~ , a .
m, estabelece-se uma expressdo em termos dos digitos a,, a@,-1, ar2, ..., “1, a,, determinando

um polindmio congruente modulo m.
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Esta abordagem analitica permite:
e Desenvolvimento do pensamento 16gico-dedutivo;
e Compreensdo das propriedades fundamentais;

e Capacidade de generalizagdo para novos critérios;

A aplicagdo destas propriedades simplifica significativamente calculos complexos,
particularmente na aritmética dos restos. Por exemplo, para determinar o resto da divisao de nimeros
elevados a grandes poténcias, como 2545 por 11, utilizam-se as propriedades de congruéncia em
conjunto com o Pequeno Teorema de Fermat, reduzindo substancialmente a complexidade
computacional.

Esta metodologia ndo apenas facilita a aplicagdo pratica dos conceitos, mas também promove
o desenvolvimento do raciocinio matematico estruturado, estabelecendo conexdes significativas entre
teoria e aplicagdes contemporaneas, particularmente em sistemas de seguranca e verificacao de dados.

Esta perspectiva unificada sobre divisibilidade e congruéncia modular demonstra como
conceitos matematicos fundamentais sustentam tecnologias essenciais da era digital, enfatizando sua

relevancia pratica e pedagogica no contexto educacional atual.

2.2.2 Divisao Euclidiana
A divisdo euclidiana ¢ um conceito fundamental da aritmética que estabelece:
Defini¢do: Dados dois inteiros a (dividendo) e & # 0 (divisor), existem Gnicos inteiros ¢

(quociente) e r (resto) tais que:

a=bg+ r,com0 < r<|lbl

Demonstracdo: A prova pode ser reduzida ao caso ¢ > Oeb > 0 através das seguintes

transformacoes:
1. Para b < 0 : Definindo?1 = =P ea,= -4
2.
a=bg+r=>a=>b,q,+ r,
3. Para a < Oeb > 0: Definindo®1 = ~¢- 4, =~ g~ ler,=b-r

a=bg+r =a, =b+n
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4. Para a = 0e b > 0: Por construcdo iterativa

Inicialmente: 41 = 0> 7'} = @

<b

Tteragdo: s 1 =9 T LTy =r = b aé 1y

Esta divisdo ¢ fundamental para:
* Algoritmo euclidiano do MDC;
e Aritmética modular;

» Computagao (operacao modulo);

A divisdo euclidiana, além de sua importancia fundamental na aritmética basica, fornece o
alicerce para um dos conceitos mais importantes da teoria dos nimeros: o Maximo Divisor Comum
(MDC). O algoritmo para encontrar o MDC, como veremos a seguir, baseia-se diretamente no processo

de divisdes sucessivas que acabamos de estudar.

2.2.3 Maximo Divisor Comum (MDC)
Definigdo 1: Dados a, b € Z, ambos ngo nulos, d € Z" é o MDC de a e b se:

l.dlaed!|b
2 Paratodoe € Ztal queela e el b, tem—seeld

Propriedade Fundamental: 5¢ @ = bg + r ensgo mdc(a, b) = mdc(b, r)
Definiciio de Bezout: Dados @, b € Z, ndo ambos nulos, existem 7, n € Z tais que:
mdc(a, b) = am + bm

Para calcular mdc( 680, 150) .

680 = 150-4 + 80
150 =80-1+ 70
80=70-1+ 70
70=10-7+ 0

Logo, mdc( 680, 150) = 10

O algoritmo de Euclides fornece um método eficiente para calcular o MDC através de divisdes
sucessivas até obter resto zero, sendo o ultimo divisor ndo nulo o MDC procurado. Este método,

conforme descrito por Hefez (apud FRANCO, 2016 pp.16-19), mantém-se essencialmente 0 mesmo
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desde sua apresentacdo em Os Elementos, de Euclides, tendo recebido apenas aperfeicoamentos em
sua implementacao.

O Teorema de Bezout complementa este algoritmo ao estabelecer que o MDC pode ser
expresso como combinacdo linear dos nlimeros originais, fornecendo assim uma ponte fundamental
entre a divisibilidade e as equacdes diofantinas lineares. Como exemplificado anteriormente:

Em Bezout: Para a = 4l e b = 12:

41 =12-3+ 5 =>5=41-12-3
12=5-2+2 = 2=12-5-2
5=2-2+1 = 1=5-2.2

Substituindo recursivamente, obtemos o MDC como combinagao linear de a e b.

2.2.4 Numeros Primos
Defini¢ao 2: Um niimero natural maior que 1 é chamado primo se possui apenas dois divisores
positivos: 1 e ele mesmo. Caso contrario, ¢ denominado composto. (MUNIZ NETO, 2022, p. 29):
Paraa. p. q €Z, comp, gprimoseqg # 0 -
e Seprldq entior =4q.
« SePta, entdo mde(p, a) = 1.

Proposicao 1: Sejam n, a, b, p € Z, com p primo. Se p | ab, entdop | a oup | b.

Teorema Fundamental da Aritmética: Todo nimero natural maior que 1 ou € primo ou pode
ser escrito de modo unico (a menos da ordem dos fatores) como produto de nlimeros primos.

Infinitude dos Primos: Existem infinitos nimeros primos.

Demonstracio: Por absurdo, suponha que existam finitos primos £ ---> P, Considere
n=p...r.+ 1 pelo Teorema Fundamental da Aritmética, n possui um fator primo p que divide
PP, Logo, p| 1, absurdo.

~ g oqe e, . 2 - , .
Se n > [ ndo ¢ divisivel por nenhum primo p tal que 7~ = 7, entdo n é primo.

Para verificar se 353 ¢ primo, basta testar divisibilidade por primos p até V 353 = 19,

353 =2-176 + 1
353 =3-117+ 2

353

17-20 + 13

REVISTA ARACE, Sio José dos Pinhais, v.7, n.6, p. 31765-31799, 2025

- 31778




Revista Py

ARACE

ISSN: 2358-2472

Como nao ¢ divisivel por nenhum deles, 353 ¢ primo.

2.2.5 Crivo de Eratostenes e os Nimeros Primos

Defini¢ao 3: Um niimero natural ¢ primo quando possui exatamente dois divisores positivos:
1 e ele proprio.

Os nameros primos, estudados ha mais de 2000 anos, sao fundamentais na Teoria dos Numeros
e tém aplicagdes pratica significativas. O Crivo de Erastostenes surgiu como um método eficiente para
identificar nimeros primos, especialmente os de maior magnitude.

Crivo de Eratostenes: Dado x > 2, para garantir que x é primo, basta mostrar que nenhum

namero primo 2 = VX divide x.
Propriedades importantes:
1. 2 € o inico primo par.

2. 0 e 1 ndo sdo primos.

3. Para testar a primalidade de n, basta verificar divisores até \/; .

Crivo de Eratostenes até 100

1 (2|3 |4 (5|6 |7|8]9](10
1213 |14 (15|16 | 17 | 1819 20
20|22 (23 |24 |25 |26 (27 |28 29| 30
31| 32 (33 |34 | 35|36 (37|38 )39 40
4] |42 |43 | 44 | 45 |46 [ 4T [ 48 | 49 | 50
51|52 |53 |54 |55|56 (575859 6
61 | 62|63 (6465|6667 (68 (69 70
TV |72 (73 (74 (75|70 |77 |78 (79| 80
Bl | B2 | B3 | B4 | B5 | 86 [ 87 | 88 | B9 | 90
91 | 92|93 |94 [ 95 |96 | 97 | 98 [ 99 | 100

Fonte: Elaborado pelos autores.

Para encontrar todos os nimeros primos até »:
1. Liste todos os nimeros de 1 a #;
2. Elimine os multiplos de 2 (exceto 2);

3. Elimine os multiplos de 3 (exceto 3);

4. Considere o processo para cada primo » =V 7,

2.2.6 O Pequeno Teorema de Fermat
Pierre de Fermat (1601-1665) destacou-se na historia da matematica por ser conhecido como

"Principe dos Amadores". Graduado em Direito pela Universidade de Toulouse, na Franga, construiu
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uma carreira juridica sélida, servindo inicialmente como advogado e posteriormente como conselheiro
no parlamento local. Sua paixao pela matematica, cultivada nas horas vagas, resultou em contribuigdes
extraordinarias que o colocaram entre os maiores matematicos de sua época (BOYER, 2003).

O Pequeno Teorema de Fermat emerge como uma de suas descobertas mais significativas,
revolucionando a teoria dos numeros. Este teorema fundamental estabelece que: dado um ntiimero
primo p, p divide a? — a, para todo a pertencente ao conjunto dos numeros inteiros (Z). Esta
proposi¢ao tornou-se a pedra fundamental dos Testes de Primalidade contemporaneos, inspirando
numerosas variagdes e generalizagoes.

A demonstracdo do teorema segue uma elegante estrutura bifurcada. Para o caso especifico, em
que p =2, aprova ¢ direta e evidente. Para nimeros primos impares, emprega-se o método de indugdo
matematica sobre a, iniciando com o caso base @ = 0. A prova se completa através da aplicacao do
Bindémio de Newton, estabelecendo a validade universal do teorema para todo nimero primo p e
qualquer elemento a do conjunto dos nimeros reais.

Corolario: se p ¢ um nimero primo ¢ a € um numero natural nao divisivel por p, entdo p divide
ab=1— 1.

Este resultado derivado ndo € um caso particular, mas uma ferramenta poderosa com aplica¢des
praticas extensivas em diversos campos da matematica, incluindo critérios de divisibilidade,
potenciacao em congruéncias modulares e, sobretudo, na criptografia moderna avangada.

A relevancia histdrica e pratica do Pequeno Teorema de Fermat transcende seu tempo,
estabelecendo fundamentos relevantes para desenvolvimentos matematicos posteriores e aplicagdes
tecnologicas contemporaneas. Sua simplicidade elegante mascara uma profundidade conceitual que

continua influenciando a matematica moderna e suas aplicagdes praticas.

2.2.7 Equacgoes Diofantinas Lineares

As Equagdes Diofantinas Lineares (EDL) constituem uma aplicagdo matematica sofisticada do
conceito de divisibilidade. Para ilustrar sua aplicacdo pratica, considere-se um problema: uma
corporagdo militar adquiriu veiculos, totalizando 152 pneus, distribuidos entre motocicletas (2 pneus
cada) e automodveis (4 pneus cada). O objetivo ¢ determinar todas as combinagdes possiveis de
veiculos.

Formalmente, uma EDL ¢ definida como @X + by = ¢ onde a, b, ¢ € Z ¢ x, y sdo incdgnitas
em Z. Esta estrutura matematica homenageia Diofante de Alexandria (século III d.C.), pioneiro na
teoria dos nimeros.

Aspectos fundamentais:
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1. Condic¢do de Existéncia:
e Uma EDL possui solugoes se e somente se mdc (a, b) | ¢

o Demonstracio: Se ax0 + byo = ¢ entdo parad = mdc(a, b):a =dm, b =dn(m, n € Z)

¢ =dmxo + dnyo =d(mxo + nyo)

2. Para uma solugao particular:

r(xo,yo):x=xo0+ (bld)ty=yo — (ald)tondet€ 7 e d = mdc(a, b)

3. Métodos de Resolugao:
Para casos simples (3x + 6y = 18):
* Por inspecao: (4,1), (-6,6), (10,-2)
* Verificagdo direta da condicao mdc(3,6) =3 | 18

Para casos complexos (172x + 20y = 1000):

* Algoritmo de Euclides para mdc:

172 =20-8 + 12

20=12-1+ 8
12=8-1+ 4
8=4.2+0

Portanto, o mdc (172, 20) =4 e como 4 |1000, segue-se que a equacao dada tem solucao.

* Combinagao linear retroativa:

4=12-8 1

4=12-(20-12-1) -1

4=12-20-1+ 121

4=2-12-20-1

4=2.(172-20-8) —20- 1
4=172-2-20-16-20- 1
4=172-2-20-16-20- 1=24=172-2-20- 17

Logo temos a equagao: 4 = 172-2 — 20- 17.

* Solugdo particular:
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Como se quer uma solu¢do para a combinagdao que resulta 1000, multiplique-se ambos os

membros desta igualdade por 1000/4 = 250 e obtém-se:

1000 72 - 500 + 20(—4250)

Logo, o conjunto ordenado (500, -4250) representa uma solugdo especifica para a equagao
estabelecida. O conjunto completo de solugdes pode ser expresso através das expressdes algébricas: x
=500 + 5¢ y = -4250 - 43¢, em que ¢ percorre todos os niumeros inteiros chegando a formula geral:
x =500+ 5ty =—-4250 — 43t (t € Z)

4. Propriedades Avancgadas:
e O conjunto de solugdes forma uma progressao aritmética bidimensional;
e A distancia entre solugdes consecutivas ¢ determinada pelos coeficientes normalizados pelo
mdc;

¢ A unicidade da solugdo ocorre se e somente se |a| = |b| = 1;

Esta formulagdo matematica rigorosa das EDL proporciona uma abordagem robusta para
resolver problemas que exigem solugdes inteiras, com aplicagdes em otimizagao discreta, teoria dos
nimeros e problemas praticos de contagem e distribui¢ao.

Enquanto as Equagdes Diofantinas nos fornecem ferramentas para trabalhar com equagdes
lineares no dominio dos inteiros, o Teorema de Wilson nos apresenta uma perspectiva diferente, mas
complementar sobre as propriedades dos niimeros primos, expandindo a compreensdo das estruturas

fundamentais da teoria dos niimeros.

2.2.8 Teorema de Wilson

O Teorema de Wilson constitui uma ferramenta matematica expressiva que estabelece uma
conexdo profunda entre nimeros primos e congruéncias modulares (MUNIZ NETO, 2022, pp. 129-
130). Este teorema apresenta uma condi¢do necessaria e suficiente para a primalidade: um niimero
natural p € primo se, e somente se, (p — 1)! =—1 (mod p).

No contexto das congruéncias lineares, emerge naturalmente uma extensao através de sistemas
de congruéncias. O Teorema Chinés dos Restos (TCR) investiga a existéncia e unicidade de solugcdes
para estes sistemas, estabelecendo condigdes precisas para sua resolubilidade.

A demonstragdo do Teorema de Wilson fundamenta-se em uma fungao bijetora f: {1, 2, ...,p —

1} — {1, 2, .., p— 1}, que mapeia cada elemento a seu inverso modular. A prova revela que para um
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nimero primo p, apenas 1 e p — 1 s@o seus proprios inversos modulo p, enquanto os demais elementos
formam pares distintos (a, @) cujo produto ¢ congruente a 1 modulo p.
A relacao entre o Teorema de Wilson ¢ o TCR manifesta-se em trés niveis fundamentais:

1. Estrutural: O Teorema de Wilson demonstra a existéncia de uma estrutura multiplicativa unica
em campos finitos primos, propriedade essencial para o TCR;

2. Operacional: Os inversos modulares, fundamentais para a demonstragdo do Teorema de
Wilson, sdo cruciais para a constru¢do das solugdes no TCR, particularmente na fase de
combinagao das solugdes parciais;

3. Computacional: A verificagdo da primalidade via Teorema de Wilson garante a coprimalidade

dos médulos no TCR, condicao necessaria para sua aplicabilidade;

A conexd@o com o TCR manifesta-se principalmente na caracterizagdo dos inversos modulares,
elemento crucial para a resolugdo de sistemas de congruéncias. Como destaca Muniz Neto (2022, p.
129), esta relagdo fornece um critério elegante para verificagdo de primalidade e aprofunda a
compreensao das propriedades dos inversos modulares.

O teorema demonstra que em um sistema mddulo p primo, todo elemento ndo nulo possui
exatamente um inverso multiplicativo, propriedade essencial para a aplicabilidade do TCR. Esta
caracteristica fundamenta a resolugdo de sistemas de congruéncias lineares e suas aplicagdes em teoria
dos numeros e criptografia.

Exemplo pratico:

Parap =7:
6! =720=-1 (mod 7)
Verifica¢do: 720=102 x 7+ 6
6=-1(mod17)

Confirma que 7 € primo.

A elegancia e poder do Teorema de Wilson na verificagdo de primalidade abre caminho para
uma das ferramentas mais versateis da teoria dos nimeros: o Teorema Chinés dos Restos. Enquanto o
Teorema de Wilson nos fornece um critério preciso para identificar nimeros primos através de
congruéncias, o TCR nos permite solucionar sistemas inteiros de congruéncias simultaneas. Esta
progressao ¢ natural: apds compreendermos como trabalhar com congruéncias em relagdo a um unico
moddulo primo (como no Teorema de Wilson), o proximo passo logico ¢ explorar como lidar com

multiplos médulos simultaneamente.
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A transi¢do entre estes teoremas ndo ¢ apenas sequencial, mas fundamentalmente conectada. O
Teorema de Wilson nos garante a existéncia de estruturas especificas em campos finitos primos ¢ esta
garantia torna-se crucial para entender por que ¢ como o TCR funciona. De fato, a verificagao de
primalidade e a compreensao dos inversos modulares que o Teorema de Wilson nos proporciona sao
frequentemente utilizadas na aplicagdo pratica do TCR, especialmente quando precisamos garantir a

coprimalidade dos modulos - uma condigdo essencial para a aplicabilidade do TCR.

2.4 O Teorema Chinés dos Restos
O Teorema Chinés dos restos esta associado a certos sistemas de congruéncias lineares, nesse
sentido, de acordo com Eves:
O mais importante dos textos de Matematica chineses antigos ¢ o K’ui-ch’ang Suanshu, ou
Nove Capitulos sobre a Arte da Matematica, que data o periodo Han (206 a.C., -221d.C.) mas
que muito provavelmente contém material bem mais antigo. E uma sintese do conhecimento

matematico chinés antigo. Em seus 9 capitulos, o de relevancia para o presente trabalho
encontra-se no capitulo 8 que fala sobre Sistema de equagdes Lineares. (EVES, 2011, p.242)

Um Sistema de Congruéncias Lineares, por conseguinte, ¢ quando temos varias equagdes de
congruéncias, na qual desejamos obter uma solu¢do que satisfaca simultaneamente estas equacdes.
Assim, deve-se analisar se os critérios para identificar se um Sistema de Congruéncias Lineares admite
ou nao solucdo. Uma estratégia ¢ dividir em casos, sao eles: 1° caso, uma das congruéncias nao admite
solucdo, logo o sistema nao admite solucao; 2° caso, as congruéncias admitem solugdo, mas o sistema
nao admite solu¢do; 3° caso, as congruéncias admitem solucdo e o sistema também admite solugao.

De acordo com Bezerra (2018, p.149), pode-se enunciar o Teorema Chinés dos Restos da
seguinte forma: considere os inteiros mq, m,, ..., m; dois a dois primos entre si, entdo o Sistema de

congruéncias lineares:
x = by, modm,
¥ = b, modm,

¥ = b, modmy

admite uma solugdo, que ¢ Unica modulo m = my.m,. ... my.
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2.4.1 Aspectos Historicos e Motivadores

O Teorema Chinés dos Restos (TCR) ¢ um resultado fundamental da Teoria dos Numeros que
fornece um método sistematico para resolver sistemas de congruéncias lineares, como visto. Este
teorema tem importantes aplicagdes tanto na matematica tedrica quanto em areas praticas da
computagdo moderna, como criptografia. Como poderemos observar em sua implementacio
computacional em linguagem C, o algoritmo permite determinar solugdes Unicas para sistemas de
congruéncias através de um elegante processo que envolve a manipulacao de restos e a divisibilidade.
O TCR ¢ particularmente relevante quando tratamos de congruéncias modulares e suas aplicagoes,
pois oferece um método sistematico para resolver problemas que envolvem multiplas congruéncias

simultaneamente.

2.5 Formulacio Matematica

Na matematica contemporanea, o Teorema Chinés dos Restos ¢ formulado com precisdao
algébrica através do seguinte enunciado: Considere um conjunto de inteiros positivos m;, mo, . . . , m,
que sdo relativamente primos entre si dois a dois. Para este conjunto, um sistema de congruéncias

lineares da forma:

X = al(modml)

az(mod mz)

=
1]

x = ar(modmr)

admite uma unica solu¢ao modulo M, onde M ¢ definido como o produto m; m> . .. m- (ROSEN, 2011,
p.162).

Definicao formal: O Teorema Chinés dos Restos estabelece que, dados os nimeros naturais

oy Moo ooy coprimos dois a dois (ou seja 1 para i # j), o sistema de
' mdc( n,n )
congruéncias: I
x=a, (mod n 1)
x = a2(modn2) ()

X =d

k(mod nk)

Tem solugdo Unicamédulo N =n n,...n,.
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Demonstraciao do Teorema:

N

. N. =—
= T 1

Seja ¢ N nyN,...n,  paa i on,

1. Como os " sdo coprimos dois a dois, temos que .

cada I = 1, 2, ..., k

mdc(N‘., nl.) =1

2. Para cada i, existe um numero Yital que: . Ny, =1 (mod "g)
3. Uma solucao do sistema ¢ dada por: . x=a Ny +a,Nyy,+ ...+ a,N,y,
4. Para provar que esta ¢ a solucao, observe que: Para

JENE Nj = U(modni) Logo:x = a,N,y, = a{.(modnj).
. . X X5 . ~
5. A unicidade decorre do fato de que se * 1 € * 2 sdo duas solugdes: para todo . _ (m od n )
1= 72 i

1. Como os " sdo coprimos, x, = x, (mod N)
EES | 2

Demonstracio: Para verificar que o nimero € escrito da forma:

X=y,a, +y,a,+ ... + yrar,

¢ solucdo do sistema de congruéncia (I) se tomarmos:

v, = l(modml) ey, = O(modml.), i # 1
¥, = I(modmz) ey, = O(modmi), i# 2

y, = l(modmr) ey, = O(modmf.), i#r.
Depois, veremos que tais ¥:  existem. Primeiramente, note que:
Yo Ygo won ¥, = O(modml)
E assim, pelas propriedades de congruéncia, temos:
Yy, t ysa,+ .o+ y a = O(modml) ey =1 (moa’ml)

Uma vez que:

REVISTA ARACE, Sio José dos Pinhais, v.7, n.6, p. 31765-31799, 2025

31786




Revista

ARACE

ISSN: 2358-2472

Como y, = l(mod m 1) isso implica que, y, - a, = al(modml) usando a propriedade de
congruéncia, temos:

x=ya +y,a,+..+ya = al(modml)

Que mostra que X satisfaz a primeira congruéncia do sistema (I). Procedendo da mesma forma,
vemos que X satisfaz as demais congruéncias do sistema dado.

'
, .8
Para encontrar os valores dos niimeros ¥ i , fagamos o produto ,; =

l . m . . m
. Uma vez que o
mdc m,,

g s .
m ela identidade de Bezout existem
—J=1’p S s, 1, EZ

tais que: "

Segue que:
m —
1 - . p =5, m,
1
E logo:
m
t (m1)= l(madml)
n ~
Como My ooy M sd o divisores de[ ] =M, My entao:
I ml 2 r

m

m1 = O(mode),m—m = O(modms), s n;n = ()(moa'mr)

1

m
Portanto, podemos tomar Y1 =7%i| 7, . Os mesmos raciocinios empregados garantem a
1
y=1 ( x ]
A . ' . - . .
existéncia de yl. § todos os 7/ que serdo iguais a . Note que M = m.
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M M M
Xx=ya, +y,a,+ ... +y.a =t e a; + 1, P Ay + o+ 1, p a,

Logo:
E uma solugdo para o sistema de congruéncias dado.
Para provar a unicidade modulo M, suponha que existe outro numero ¢ € Z, que também seja

solucdo do sistema dado. Pela propriedade de congruéncia temos que, para todoi = /, 2, ..., r;
X=c¢ ( mod m 1)

Como mj, my, ..., my, sdo divisores de M = m;m>...m, e sdo primos entre si, dois a dois, entdo,
pela defini¢ao de congruéncia m; | x —c, m2 | x—c, ..., e m, | x — c. , pela propriedade de primos entre

si, segue que M = m;mo...m, | x — c e, portanto

x = ¢ (modM)

como queriamos demonstrar.

2.6 A LINGUAGEM C COMO FERRAMENTA

Segundo Schildt (1996), a linguagem C nasceu intrinsecamente ligada ao desenvolvimento do
sistema operacional UNIX, sendo criada por Dennis Ritchie nos laboratorios Bell. Como explica o
autor, “C ¢ o resultado da evolu¢do de duas linguagens anteriores: a linguagem B (criada por Ken
Thompson) e a BCPL (criada por Martin Richards)” (SCHILDT, 1996, p.3).

A historia da linguagem C esta profundamente conectada com a padronizacdo ANSI (American
National Standards Institute). Como destaca Schildt (1996), o estabelecimento desse padrao foi crucial
para garantir a portabilidade e compatibilidade dos codigos entre diferentes plataformas. Esse aspecto
¢ particularmente relevante para implementacdes de algoritmos matematicos complexos como o
Teorema Chinés dos Restos.

“C ¢ uma linguagem de programacao de propdsito geral que oferece economia de expressao,
controle de fluxo e estruturas de dados modernos € um rico conjunto de operadores” (SCHILDT, 1996,
p-4). Estas caracteristicas fazem de C uma escolha apropriada para a implementacao do algoritmo do
Teorema Chinés dos Restos, especialmente devido a:

1. Eficiéncia na manipulagdo de memoria;
2. Controle preciso sobre operagdes matematicas;

4. Capacidade de gerenciamento de estruturas de dados dinamicas;
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5. Performance otimizada para calculos complexos.

A linguagem C, como ressalta Schildt (1996), combina a capacidade de programagao de alto
nivel com a funcionalidade tradicionalmente associada a programacdo em assembly, tornando-a
particularmente adequada para implementagdes matematicas que exigem eficiéncia computacional.

A implementacao algoritmica do Teorema Chinés dos Restos pode ser realizada através de uma
abordagem modular em linguagem C, estruturada em fungdes especificas que executam as etapas
fundamentais do teorema. Assim, o Teorema Chinés dos Restos pode ser implementado
computacionalmente através de um algoritmo estruturado em linguagem C. A escolha dessa
linguagem, conforme Schildt (1996), justifica-se pela sua eficiéncia no tratamento de operacdes
matematicas e gerenciamento de memoria.

Seguiremos com abordagem as aplicabilidades praticas do teorema chinés dos restos,
particularmente uma implementacdo computacional em linguagem C. Esse teorema ndo s6 apresenta
uma elegancia intrinseca na sua formula¢do matematica, mas ¢ também peca-chave em diversas areas
tecnologicas e cientificas. Na criptografia RSA, ele ¢ vital para a eficiéncia dos calculos de chave
privada, permitindo operacdes com grandes nimeros de maneira mais agil e segura. Além disso, esta
presente na computacao de alto desempenho, facilitando o manejo de grandes nimeros em sistemas
computacionais € na codificacio de senhas e sistemas de verificagdo, garantindo seguranca e
integridade de dados.

Na teoria dos niimeros, suas solugdes para problemas de calendario e otimizagdo exemplificam
ainda mais sua utilidade. Essa versatilidade torna o teorema chinés dos restos um fundamento nao
apenas pela sua beleza tedrica, mas também pela sua relevancia pratica em contextos modernos de
computagao e criptografia.

Prosseguindo para a metodologia, a pesquisa foi implementada em uma escola de tempo
integral em Fortaleza, concentrando-se no ensino de Matematica, em particular, na congruéncia
modular e suas aplicagdes no cotidiano. A metodologia adotou uma abordagem de aprendizagem

colaborativa, com grupos de alunos trabalhando juntos na constru¢ao do conhecimento.

3 METODOLOGIA
3.1 OBJETIVO

O objetivo desta pesquisa ¢ descrever de maneira detalhada como o estudo foi conduzido,
englobando a intervengdo pedagogica e a implementagdo computacional dos conceitos abordados. Em

termos pedagogicos, a pesquisa foi aplicada em uma escola de tempo integral em Fortaleza, focando
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no ensino de Matematica, especialmente na tematica da congruéncia modular. Utilizou-se uma
abordagem de aprendizagem colaborativa, na qual os alunos foram organizados em grupos
heterogéneos para facilitar a troca de conhecimentos e estimular a resolugao conjunta de problemas. A
metodologia envolveu atividades praticas que utilizaram exemplos do cotidiano — como a verificag@o
de digitos do CPF, codigos de barras e situagdes de criptografia simples — para tornar os conceitos
mais concretos e relevantes.

Paralelamente, o estudo explorou a implementagdao computacional do Teorema Chinés dos
Restos utilizando a linguagem C, escolhida por sua eficiéncia no gerenciamento de memdoria, controle
preciso nas operacdes aritméticas e capacidade de estruturar algoritmos complexos de forma
otimizada. A implementacgdo envolveu a validacdo de condigdes necessarias (como a coprimalidade
dos moédulos e a existéncia de inversos modulares) e a execugao de fungdes especificas para resolver
sistemas de congruéncias lineares. Essa abordagem computacional ndo apenas reforcou a aplicacao
pratica dos conceitos matematicos, mas também formou uma ponte direta entre teoria e pratica,
demonstrando a utilidade do teorema em contextos como a criptografia e o processamento de dados.

Em resumo, o estudo teve como propdsito analisar o impacto da interven¢do pedagogica
colaborativa no desempenho dos alunos e comprovar a viabilidade técnica da aplicacdo do Teorema
Chinés dos Restos por meio de uma implementagdo algoritmica em C, contribuindo para o

aprimoramento do ensino ¢ a demonstragdo de aplicagdes praticas em situagdes cotidianas.

3.2 INTERVENCAO PEDAGOGICA
Nesse estudo, os alunos foram organizados em grupos heterogéneos. Essa estratégia visou

incentivar a troca de conhecimentos e promover a resolu¢dao conjunta de problemas. Foram propostas
atividades praticas focadas na congruéncia modular. Os estudantes enfrentaram desafios para
identificar padrdes numéricos, aplicar conceitos criptograficos, analisar calendarios e interpretar ciclos
econdmicos. Exemplos praticos do cotidiano, como a verificagdo de digitos do CPF e codigos de
barras, também foram utilizados para consolidar o contetido. O professor desempenhou o papel de
mediador. Ele propds questdes, estimulou a reflexdo e facilitou discussdes entre os alunos. A coleta
de dados incluiu:

1. A aplicagdo de questionarios diagndsticos antes e ap0s a intervengao;

2. A observacao da intera¢ao dos alunos durante a resolugao das atividades;

3. A analise dos erros e acertos para identificar padrdes de aprendizagem,;

4. O registro sistematico das percepcdes dos alunos acerca da metodologia adotada;
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Os resultados esperados foram:
1. A melhoria na compreensao da congruéncia modular e suas aplicacdes;
2. O desenvolvimento do raciocinio logico e da capacidade de resolver problemas coletivamente;
3. O aumento do engajamento dos alunos ao reconhecer a relevancia do conteido para situagdes

cotidianas;

3.3 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

O algoritmo fundamenta-se na resolugao de sistemas de congruéncias lineares:

3.3.1 Estrutura do Algoritmo
3.3.1.1 Codigo em C

1 #include <stdio.h>

2 #include <stdlib.h>

3

4 // Variavel global do produto dos modulos
5 int M,

6

7 int mdc(int numerol, int numeros2) {

8  while (numeros2 !=0) {

9 int temporaria = numeros2;

10 numeros2 = numerol % numeros2;
11 numerol = temporaria;

12}

13 return numerol;

14}

15

16 int inversoModular(int a, int m) {
17 if (mdc(a, m) !=1) {

18 return -1;

19 }

20 intnovoT =0, novoR =m;

21 int antigoT = 1, antigoR = a;
22 while (novoR !=0) {

23 int quociente = antigoR / novoR;

24 int temporaria = novoR;

25 novoR = antigoR - quociente * novoR;
26 antigoR = temporaria;

27 temporaria = novoT;

28 novoT = antigoT - quociente * novoT;
29 antigoT = temporaria;

30

}
31 if (antigoT <0) {
32 antigoT += m;

33}

34 return antigoT;

353

36

37 int teoremaChinesDoResto(int *restos, int *modulos, int numeroDeCongruencias) {
38 M=1,;

39  for (int i = 0; i < numeroDeCongruencias; i++) {
40 M *= modulos][i];
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41 }

42  int solucao = 0;

43 for (int i = 0; i < numeroDeCongruencias; i++) {
44 int Mi =M / modulos][i];

45 int yi = inversoModular(Mi, modulos[i]);

46 solucao += restos[i] * Mi * yi;
47 }

48  return solucao % M;

49}

50

51 int main() {

52  int numeroDeCongruencias = 1;

53 chartexto[]="DIGITE O NUMERO DE CONGRUENCIAS NO SISTEMA OU 'ZERO'
PARA SAIR: ";

54  int largura = 70;

55  while (numeroDeCongruencias != 0) {

56 printf("%*s", largura, texto);

57 scanf("%d", &numeroDeCongruencias);

58 if (numeroDeCongruencias == 0) {

59 break;

60 }

61 int *restos = (int *) malloc(numeroDeCongruencias * sizeof{(int));
62 int *modulos = (int *) malloc(numeroDeCongruencias * sizeof(int));
63 printf("\nDigite os restos e modulos para cada congruencia:\n\n");
64 for (int i = 0; i < numeroDeCongruencias; i++) {

65 printf("Congruencia %d\n", i + 1);

66 printf("Resto: ");

67 scanf("%d", &restos[i]);

68 printf("Modulo: ");

69 scanf("%d", &modulos([i]);

70 printf("\n");

71 }

72 int coprimos = 1;

73 for (int i = 0; i < numeroDeCongruencias; i++) {

74 for (int j =1+ 1; j < numeroDeCongruencias; j++) {

75 if (mdc(modulos[i], modulos[j]) = 1) {

76 coprimos = 0;

77 break;

78 }

79 }

80 if (!coprimos) {

81 break;

82 }

83 }

84 int solucao = teoremaChinesDoResto(restos, modulos, numeroDeCongruencias);
85 if (Icoprimos) {

86 printf("O sistema nao esta na condicao do Teorema Chines dos Restos.\n");

87 } else {

88 printf("A solucao do sistema de congruencia e: %d mod %d\n", solucao, M);

89 printf("Temos uma solucao do tipo x = %dk + %d\n", M, solucao);

90 }

91 free(restos);

92 free(modulos);
93 }

94  system("pause");
95 return O;

Autor: William Rodrigues da Silva
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O Teorema Chinés dos Restos pode ser implementado computacionalmente através de um
algoritmo estruturado em linguagem C, como mostrado acima. A escolha dessa linguagem justifica-se
por sua eficiéncia no gerenciamento de memoria, controle preciso nas operagdes aritméticas e
capacidade de estruturar algoritmos complexos de forma otimizada.

Os passos da implementa¢ao podem incluir o célculo do inverso modular usando o algoritmo
estendido de Euclides e uma funcao principal que chama fung¢des auxiliares. Essa abordagem
computacional reforca a aplicagdo pratica dos conceitos matematicos e forma uma ponte direta entre

teoria e pratica.

4 ANALISE DOS RESULTADOS
4.1 INTERVENGCAO PEDAGOGICA

A intervencdo pedagdgica proposta teve como objetivo principal promover uma aprendizagem
mais significativa da congruéncia modular, aliando teoria e pratica em um contexto colaborativo e de
boa aplicabilidade no mundo real. Observou-se, como resultado, uma melhoria expressiva na
compreensdo dos conceitos relacionados a congruéncia modular por meio da vivéncia de situagdes-
problema contextualizadas e da mediagdo ativa do professor.

Com a formacdo de grupos heterogéneos, evidenciou-se também o desenvolvimento do
raciocinio légico e da capacidade de resolver problemas de forma cooperativa, favorecendo a
construgdo coletiva do conhecimento e a valorizagao da diversidade de saberes entre os alunos.

Além disso, a utilizacdo de exemplos praticos do cotidiano — como a andlise de codigos de
barras, digitos verificadores e ciclos temporais — proporcionou um maior engajamento dos estudantes,
a medida que percebem a aplicabilidade dos conteildos matematicos em situagdes reais.

Por fim, com base nos instrumentos de coleta (questionarios, observagdes e registros
reflexivos), foram identificadas evidéncias de avango na aprendizagem, maior participacdo ativa nas

atividades e uma atitude mais positiva em relacdo a Matematica por parte dos alunos.

4.2 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

O algoritmo implementado para o Teorema Chinés dos Restos (TCR) foi analisado em termos
de complexidade computacional, considerando as etapas principais de seu funcionamento. A etapa
principal do algoritmo envolve a combinacdo das solugdes parciais para obter a solu¢do Unica do

sistema de congruéncias.
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Considerando todas as etapas, a complexidade temporal do algoritmo ¢ dominada pela
combinagdo das solugdes parciais e pelo céalculo dos inversos modulares. Portanto, a complexidade

polinomial, que em geral do algoritmo ¢é:

O(k-log m)

onde k € o nimero de congruéncias e m € o maior mddulo.

A implementacdo computacional do algoritmo em linguagem C foi testada com diferentes
conjuntos de dados, incluindo sistemas de congruéncias com até 5 equagdes. Os resultados
experimentais confirmaram que a complexidade temporal segue o comportamento tedrico previsto,
tornando o algoritmo eficiente para aplicagdes praticas em criptografia e validacao de dados.

A analise da complexidade do algoritmo TCR demonstrou que sua implementacao ¢ eficiente
e escalavel, tornando-o uma ferramenta valiosa para resolver problemas em criptografia, validacao de
dados e outras aplicagdes computacionais. A complexidade de O(k-log m) assegura que o algoritmo
possa lidar com sistemas de congruéncias de grande porte de forma eficiente, com exigéncia limitada
do sistema.

Em suma, a implementacdo do Teorema Chinés dos Restos em linguagem C, apesar de
funcional, foi testada com conjuntos de dados relativamente pequenos (até€ 5 congruéncias). Nao foram
explorados testes de estresse ou benchmarks comparativos com outras linguagens ou métodos, o que
limita a avaliacdo da eficiéncia em contextos mais exigentes, como criptografia real ou validacao de
grandes bases de dados. Porém, com base na teoria e conhecimentos da linguagem C, espera-se que o
algoritmo seja eficiente e escalavel, com desempenho estdvel mesmo com um numero alto de

congruéncias.

5 DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Apesar do estudo de Sistema de Congruéncia Lineares ndo ser trabalhado em sala de aula no
Ensino Basico, toda a teoria necessaria para sua compreensao ¢ amplamente discutida nos anos finais
do Ensino Fundamental, o que ¢ importante ser trazido a sala de antemao. Para consolidar o contetido
tedrico sobre congruéncia modular, foram implementadas atividades praticas focadas na identificagao
de digitos verificadores em CPFs e codigos de barras, bem como na anélise de calendérios, buscando
exemplos praticos do cotidiano. Além das atividades pedagogicas, o estudo explorou a implementagao

computacional do Teorema Chinés dos Restos (TCR), utilizando a linguagem C.
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O Teorema Chinés do Resto descreve as solugdes de certos tipos de sistemas de congruéncias
lineares que podem descrever inimeros problemas interessantes, despertando o interesse de um aluno
de ensino médio para resolvé-los. Desta forma, pode-se conseguir a mobilizagdo dos alunos em
trabalhos envolvendo raciocinios e estratégias ligadas ao Teorema Chinés do Resto na resolugdo de
problemas matematicos envolvendo congruéncias, bem como a identificagdo desse teorema com certos
padrdes de problemas especificos.

Uma vez que, de acordo com Ausbel (1980, p 623), a Aprendizagem Significativa ¢ um
processo no qual as novas informagdes sao conectadas aos conhecimentos prévios de forma nao
arbitraria e substantiva, ela promove a constru¢do de um significado mais profundo e duradouro, de
modo que o aluno ndo apenas memoriza, mas compreende e aplica os conceitos matematicos em
contextos relevantes, personalizando o aprendizado.

De modo geral, pode-se constatar que os alunos, ao final do trabalho, conseguiram utilizar o
Teorema Chinés do Resto como uma ferramenta para a resolucdo de problemas envolvendo divisao
com restos, inclusive fazendo com que possamos ter como hipotese o estudo do Teorema Chinés do
Restos. Por conseguinte, puderam perceber que a Aritmética, através da Congruéncia, pode muito
auxiliar na solug¢dao de exercicios envolvendo divisdo e restos, sendo importante em resolugdo de
problemas como em Olimpiadas de Matematica e, até mesmo, em alguns processos seletivos de

concursos ou universidades.

5.1 DIGITO VERIFICADOR DO CPF

Diversos niumeros do nosso dia a dia envolvem codigos, chamados codigos de identificagao,
que geralmente apresentam algarismos de controle cuja finalidade ¢ validar uma sequéncia extensa.
Esse € o caso do CPF. O CPF (Cadastro de Pessoas Fisicas) no Brasil possui 11 digitos, sendo os dois
ultimos os digitos verificadores (DV), que garantem a autenticidade do niimero. Esses digitos sdo
calculados usando congruéncia médulo 11.

Levando em consideragao o CPF, a ideia, inicialmente, foi conversar com os alunos para ver
se eles conhecem a palavra algoritmo e o que entendem dela. Em caso de duvidas, trabalhar-se-ia, em
termos de ilustra¢do das ideias, os algoritmos das quatro operacdes basicas para explicar. Em seguida,
seria importante conversar com os alunos se foi facil ou dificil e explicar que esses algoritmos sao tao
utilizados em nossa vida, que muitas vezes nem percebemos que tem tantos passos para serem

executados.
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Dos 11 digitos que compdem o CPF, trés sdo chamados de digitos verificadores. O 9° digito
corresponde a identificagdo do estado a que pertence o CPF. O 10° digito (chamado al0) ¢ calculado

a partir dos 9 primeiros ¢ o 11°, a partir dos 10 anteriores a ele.

Tabela para identificar o CPF por Estado

9° digito Estado
0 Rio Grande do Sul
1 Distrito Federal, Goias, Mato Grosso do Sul e Tocantins
2 Acre, Amapa, Amazonas, Para, Rondonia e Roraima
3 Ceara, Maranhao, Piaui
4 Alagoas, Paraiba, Pernambuco e Rio Grande do Norte
5 Bahia e Sergipe
6 Minas Gerais
7 Espirito Santo e Rio de Janeiro
8 Sao Paulo
9 Parana e Santa Catarina

Fonte <http://scpc.tpec.inf.br/scpo/help/estadocpf . htm> acesso 10 mar 2025

Para obter o primeiro DV (al0):
1. Multiplicam-se os nove primeiros digitos pelos nimeros de 1 a 9, da esquerda para a direita.
2. Soma-se os produtos obtidos.

3. O resultado dessa soma, modulo 11, determina o valor de al0.

Para o segundo DV (all):
1. Repete-se o processo, agora com os dez primeiros digitos (inclui al0) multiplicados de 0 a 9.

2. A soma dos produtos, modulo 11, determina o valor de all.

No exemplo dado (CPF: 002007571), os calculos resultam nos digitos verificadores 5 e 6,
formando o CPF completo: 002.007.571-56.

6 CONCLUSAO

Neste trabalho, explorou-se a congruéncia modular como aplicacao da Divisdao Euclidiana e
divisibilidade, e seu suporte na resolugdo de problemas. Assim, exploramos a congruéncia modular
como aplicagdo da divisdo Euclidiana e divisibilidade e o suporte na resolugdo de problemas. Houve
também a intengdo de mostrar ao aluno que, de certa forma, buscou-se resgatar a esséncia original do

contetido, apresentando-o como um instrumento concreto e significativo para o processo de ensino-
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aprendizagem. Isto porque de um lado tinhamos a relevancia do assunto e, por outro, o insucesso de
muitos alunos, principalmente no ambiente de ensino médio, sobretudo em atividades e avaliagdes
externas aplicadas no ambito da dissertagcdo “Congruéncias modulares: a aplicabilidade da Teoria dos
Numeros no suporte a resolu¢ao de problemas”. Houve a inten¢do de mostrar ao aluno a esséncia do
conteudo desde sua origem como instrumento real para o ensino-aprendizagem.

O estudo investigou a aplicabilidade das congruéncias modulares ¢ do Teorema Chinés dos
Restos no ensino da Matematica no nivel médio, bem como sua implementagcdo computacional em
linguagem C. Por meio de uma abordagem que combinou a analise tedrica, a intervencao pedagogica
e a implementagdo computacional, foi possivel evidenciar a relevancia e o potencial desses conceitos
para a formacao dos estudantes, bem como para a resolucdo de problemas praticos. A revisdo da
literatura permitiu identificar a presenga da aritmética modular em sistemas de identificagdo e
codificacdo contemporaneos, como cddigos de barras e CPF, refor¢cando a necessidade de abordar
esses temas no ensino.

A analise do Teorema Chinés dos Restos demonstrou sua versatilidade e importancia em
diversos campos, incluindo a Criptografia Moderna (como base para o RSA) e aplicagdes do mundo
real. A revisdo da literatura permitiu identificar a presenca da aritmética modular em sistemas de
identificacdo e codificagdo contemporaneos, como codigos de barras e CPF, reforgando a necessidade
de abordar esses temas no ensino. Conclui-se que se faz necessaria a aplicagdo de projetos de
intervengdes pedagdgicas inovadoras nas escolas. O estudo contribuiu para uma melhor compreensao

do TCR e suas aplicagdes, esperando ter despertado interesse em pesquisas futuras.
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