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RESUMO

Este estudo utiliza a modelagem matematica de um péndulo para ensinar equagdes diferenciais, unindo
simulacdo computacional e reflexdo socioambiental. Representando um sistema dinamico que adquire
complexidade a medida que aumentam as oscilacdes, o péndulo possibilita aos estudantes explorar
diferentes comportamentos desde conservativo (regime linear) até cadticos. A metodologia qualitativa,
com observagdo participante e entrevistas, recorre a ferramentas como a transformada Rapida de
Fourier para fins de andlise do fendmeno nao linear e,método de Runge-Kutta para simula¢do de
diversos cenarios (linear/ndo linear), permitindo projetar o uso da metodologia para fins de analise
prética e critica de fendmenos como mudancas climdticas e uso de recursos naturais. Inspirado na
Educagao Matematica Critica (EMC), o estudo busca formar cidadaos criticos que vejam a matematica
como ferramenta para interpretar e transformar a realidade, em sintonia com a ideia de “matematica
em acdo” defendida por Freire e Skovsmose. Assim, conclui-se que a modelagem do péndulo ndo linear
contribui tanto para o ensino das equagdes diferenciais quanto para o desenvolvimento de uma
consciéncia socioambiental e uma educagdo voltada a justiga social.

Palavras-chave: Modelagem Matematica, Educacdo Matematica Critica, Comportamento Cadtico,
Ferramenta Educacional, Bioinsumos.
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1 INTRODUCAO

O estudo dos sistemas dinamicos e suas caracteristicas, tanto lineares quanto nao lineares, tem
se mostrado fundamental em diversas areas da ciéncia e tecnologia, como a Fisica, a Engenharia ¢ a
propria Matemadtica. Um dos sistemas mais emblematicos nesse contexto ¢ o péndulo simples,
amplamente utilizado para ilustrar fendmenos oscilatorios. Quando pequenas oscilagcdes sdo
consideradas, o sistema pode ser descrito como linear, com comportamento periddico previsivel. No
entanto, quando se introduzem oscilagdes maiores ou excitagdes externas, 0 comportamento nao linear
emerge, resultando em dinamicas complexas, frequentemente caoticas (Savi, 2006).

O péndulo, que consiste em uma massa presa a um fio inextensivel acoplado a um ponto fixo,

¢ regido pela equagdo diferencial ndo linear (1), que descreve seu movimento:

d?*6 do

mIE + ¢l ar + mgsen(8) = ¢(t) (equacao 1)

em que m ¢ a massa da esfera [kg], [ o comprimento do fio [m],c a constante de amortecimento [kg/s],
g aaceleracdo gravitacional [m/s?], 8 o deslocamento angular [rad] e ¢(t) a forca de excitagdo externa,

conforme explicitado na figura 1.

Figura 1: Péndulo simples n&o linear.

Fonte: Adaptado de Leithold (1982).

Neste trabalho, considera-se a resisténcia do ar, que introduz um fator de amortecimento ao

sistema. A forga de resisténcia ¢ proporcional a velocidade angular do péndulo e descrita pela equacdo

(2):
elv)
Fao=—c—_ (equacao 2)
dt
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A partir dessas equacdes, o comportamento do sistema pode ser estudado em diferentes
cenarios. Quando se trata de pequenas oscilagdes, a equagdo pode ser linearizada € 0 movimento ¢
aproximado por uma funcdo senoidal. No entanto, ao abandonar a hipotese de pequenos
deslocamentos, surgem as ndo linearidades, levando a comportamentos mais complexos e muitas vezes
imprevisiveis, como descrito pela simulagdo numérica do método de Runge-Kutta.

A modelagem matemadtica via simulagdo computacional, como a utilizada neste estudo, nao
apenas permite a analise detalhada de sistemas dinamicos, mas também amplia as possibilidades de
exploracdo de fendmenos que, no mundo fisico, poderiam ser dificeis de reproduzir. Além disso, o uso
de ferramentas como a Transformada Répida de Fourier (FFT) (Spilsbury, 2016) permite capturar a
evolucdo dos fendmenos ndo lineares ao longo do tempo, evidenciando como pequenas perturbagdes
podem induzir grandes variacdes no sistema, como mostrado pela figura 1.

A relevancia desses modelos vai além das aplicagdes técnicas. Em um contexto de Educacao
Matematica Critica (EMC), a modelagem de sistemas dindmicos pode ser utilizada para discutir
questdes sociais, ambientais e de sustentabilidade (Skovsmose, 2001). Por exemplo, a oscilagao de um
péndulo pode ser analogamente comparada a oscilagdo de recursos naturais ou mesmo a propagacao
de doengas, como em epidemias. A simulacao computacional de cenarios nao lineares, como o estudo
do péndulo com excitagdo externa, permite que estudantes reflitam sobre as interagdes complexas
presentes em fendmenos socioambientais, ou seja, como alteracdes em parametros fisicos,
geométricos, de condigdes iniciais/de contorno e, principalmente forgas externas podem afetar
significativamente o comportamento dos sistemas dindmicos que modelam os mais diversificados
sistemas, dentre eles os socioambientais.

Assim, este trabalho propde investigar como a modelagem matematica do péndulo nao linear,
utilizando equagoes diferenciais e simulacdo computacional, pode ser aplicada no ensino de equacdes
diferenciais para promover uma reflexao critica sobre questdes socioambientais. O péndulo ndo linear
¢ uma ferramenta pedagogica valiosa para a compreensao de equacgdes diferenciais e sistemas
mecanicos, e, também, para estimular a conscientizagdo critica dos estudantes sobre como a
matematica pode ser usada para analisar e resolver problemas reais e complexos.

Sob a perspectiva da EMC, o ensino de equagdes diferenciais por meio de modelos como o
péndulo ndo linear oferece uma oportunidade tnica de interligar a matematica com questoes éticas,
sociais € ambientais. A incorporacdo de temas como sustentabilidade e justi¢a social, conforme
defendido por tedricos como Paulo Freire, contribui para uma educacdo matematica que vai além do
dominio técnico, promovendo o desenvolvimento de uma consciéncia critica e reflexiva, necessaria

para a transformagao social.

~
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2 PENDULO NAO-LINEAR E EQUACOES DIFERENCIAIS: OPORTUNIDADES PARA
REFLEXAO

A modelagem matematica pode ser uma ferramenta valiosa no ensino de equacdes diferenciais
porque viabiliza aos estudantes a compreensdo de fendmenos complexos por meio de representacdes
matematicas. O péndulo ndo linear, em particular, destaca-se como um sistema relevante para viabilizar
tal abordagem devido a sua dindmica complexa e aplicabilidade em contextos reais.

Estudos recentes t€ém explorado as complexidades associadas ao comportamento nao linear do
péndulo, oferecendo oportunidades para fomentar uma reflexao critica sobre questdes socioambientais.
No entanto, observa-se uma lacuna na aplicagdo pedagdgica desses conceitos no ensino de equagdes
diferenciais (Jia et al., 2020; Rahimi Dolatabad et al., 2022; Kundu; Chatterjee, 2022; Labetoulle;
Savadkoohi; Gourdon, 2022; Arango, 2021; Ochkov et al., 2023). Embora esses estudos fornegam
reflexdes valiosas sobre dindmicas ndo lineares e utilizem abordagens tedricas e numéricas avancadas,
eles ndo aprofundam estratégias pedagogicas para integrar essas descobertas no contexto educacional,
especialmente para promover reflexdes criticas sobre sistemas dindmicos complexos e questdes
socioambientais.

Para preencher essa lacuna, diversas metodologias tém sido propostas, enfatizando abordagens
que promovem o pensamento critico € a aprendizagem significativa. A “Aprendizagem Contextual”
destaca-se por conectar os conceitos matematicos as experiéncias de vida dos estudantes, permitindo
que relacionem problemas matematicos a situagdes reais (Khotimah; Masduki, 2016). Essa abordagem
promove uma compreensao mais profunda e critica do conhecimento, encorajando os estudantes a
refletirem sobre o impacto socioambiental de suas agoes.

A utilizagdo de tecnologias digitais e simulagcdes computacionais tem se mostrado uma maneira
de enriquecer o ensino de equagdes diferenciais e modelagem matematica. Essas ferramentas
proporcionam ambientes de aprendizagem interativos e adaptativos, facilitando a participagdo ativa
dos estudantes e promovendo uma compreensdo mais profunda por meio da experimentagdo e
refinamento de modelos. A integracdo de simulagdes em diferentes niveis de automacao auxilia na
transicdo dos alunos de atividades manuais para digitais, fortalecendo conceitos algoritmicos e de
modelagem (Grandgenett et al., 2000; Greubel et al., 2022; Cevikbas; Greefrath; Siller, 2023). Além
disso, o uso de tecnologias avangadas, como redes neurais informadas por fisica e modelagem
substituta baseada em aprendizado ativo, expande as possibilidades de simulagdo de sistemas nao
lineares complexos no contexto educacional (Moya; Lin, 2021; Kapadia; Feng; Benner, 2023).

Integrar recursos tecnologicos, como softwares de simulagdo e visualizacdo grafica, ¢ outra

estratégia eficaz. O uso do GeoGebra, por exemplo, facilita a exploragao de multiplas representacdes

~
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e equilibra as abordagens analitica, grafica e numérica no ensino de equagdes diferenciais (Igliori;
Almeida, 2017). Essa integracdo tecnoldgica permite que os estudantes interajam com modelos
dindmicos, como o péndulo ndo linear, promovendo a autonomia do aprendizado e aprofundando a
compreensdo dos fendmenos estudados.

A conexdo entre modelagem matematica e compreensdao de fenomenos reais pode ser uma
maneira de engajar os estudantes e desenvolver habilidades criticas. A aplicagdo de modelos
matematicos a problemas do cotidiano, como pandemias (Meyer; Lima, 2023), evacuagdes (Greubel
et al., 2022) e sistemas fisicos complexos, permite que os alunos analisem o impacto de diferentes
varidveis e politicas, promovendo uma reflexdo critica sobre decisdes publicas e questdes
socioambientais. A modelagem de sistemas como o péndulo nao linear pode ser utilizada para explorar
fenomenos naturais e discutir implicacdes ambientais, incentivando a consciéncia sobre
sustentabilidade e uso de recursos naturais (Kapadia; Feng; Benner, 2023; Balseca et al., 2023).

A “Aprendizagem Baseada em Problemas (PBL)” ¢ outra metodologia que coloca os estudantes
como agentes ativos em seu processo de aprendizado, utilizando problemas reais como ponto de
partida (Santos et al., 2020). Essa abordagem promove a autonomia e o pensamento reflexivo,
incentivando os estudantes a aplicarem seu conhecimento em situagdes praticas, o que €
particularmente relevante no estudo de sistemas como o péndulo ndo linear.

A utilizagio de atividades de modelagem matemaética no contexto STEM?! tem mostrado
aumento significativo nas habilidades dos alunos, incentivando a resolu¢do de problemas complexos
e a colaboragdo (Armutcu; Bal, 2023; Greubel et al., 2022). Além disso, a formag¢ao de professores ¢
destacada como elemento crucial para a implementag¢do eficaz dessas abordagens, necessitando de
estratégias que considerem as especificidades dos estudantes e suas dificuldades com o tema
(Andresen, 2023; Balseca et al., 2023; Vitoria et al., 2021).

A aplicagdo de “problemas ndo rotineiros” e a formagdo de professores para melhorar a
compreensdo dos alunos em cursos de equacdes diferenciais também sido consideradas abordagens
relevantes (Bibi et al., 2019). Afinal, a énfase em problemas que exigem raciocinio critico e solugdes
criativas desenvolve a capacidade dos estudantes de pensar criticamente ao enfrentar situagdes
inéditas, alinhando-se aos principios da educacdo matematica critica.

O desenvolvimento de materiais didaticos baseados em “Higher Order Thinking Skills

(HOTS)” visa promover o pensamento critico e habilidades de resolugao de problemas (Arfinanti,

1 O contexto da educacdo STEM refere-se a uma abordagem educacional integrada que combina as areas de Ciéncia
(Science), Tecnologia (Technology), Engenharia (Engineering) e Matematica (Mathematics). O objetivo principal da
educacdo STEM ¢ preparar os alunos para enfrentar desafios do mundo real, desenvolvendo habilidades criticas para o
século XXI, como pensamento critico, resolugdo de problemas, inovagao e colaboragao.

~
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2020). Essa abordagem desafia os alunos a analisar, avaliar e criar solu¢des para problemas complexos,
contribuindo para a formagao de uma autonomia intelectual e uma compreensao mais profunda dos
conceitos matematicos.

A modelagem matemadtica se apresenta como uma ferramenta poderosa para o desenvolvimento
do pensamento critico e reflexivo dos estudantes. Ao trabalhar com modelos que envolvem fendmenos
reais e variaveis contextuais, os alunos sao estimulados a analisar criticamente o impacto de diferentes
fatores e decisdes, promovendo nao apenas o aprendizado de conceitos matematicos, mas também a
consciéncia sobre questdes socioambientais (Meyer; Lima, 2023; Armutcu; Bal, 2023; Cevikbas;
Greefrath; Siller, 2023).

Uma “educagdo matematica investigativa” também pode contribuir para a promocio de
ambientes de aprendizagem que desafiam os estudantes a explorar conceitos fundamentais das
equagoes diferenciais, incentivando o desenvolvimento de uma visdo critica e questionadora dos
conceitos matematicos (Rogovchenko; Rogovchenko,2022). No contexto do péndulo nio linear,
tarefas investigativas podem envolver a andlise de comportamentos ndo lineares complexos,
estimulando os estudantes a aprofundarem sua compreensao e¢ a refletirem sobre implicagdes
socioambientais.

Embora as tecnologias digitais oferegam diversas vantagens, como melhorias na visualizagao
de dados e validagao de solugdes, ha desafios a serem enfrentados. A falta de competéncia tecnologica
entre alunos e professores e a ameaga da “caixa preta”, em estudantes podem confiar cegamente nas
solugdes geradas pelas ferramentas, podem limitar o aprendizado efetivo (Cevikbas; Greefrath; Siller,
2023; Andresen, 2023). Por isso, ¢ urgente o desenvolvimento de estratégias pedagdgicas que
promovam uma compreensdo dos principios matematicos subjacentes, evitando a dependéncia
excessiva das solugdes automaticas e promovendo a autonomia dos alunos no processo de modelagem
(Andresen, 2023; Greubel et al., 2022).

A inovagdo no ensino de equagdes diferenciais por meio da integracdo de experimentos
matematicos e recursos digitais também ¢ enfatizada (Zhao, 2022). A énfase na investigagdo guiada e
na exploragdo independente dos problemas pode desenvolver a autonomia e a capacidade de
descoberta dos alunos, preparando-os para manipular o conhecimento de forma significativa e
contextualizada.

A utilizagdo de métodos computacionais avangados, como redes neurais informadas por fisica
e modelos substitutos baseados em aprendizado ativo, tem expandido as possibilidades de simulagao
de sistemas nao lineares complexos no contexto educacional. Esses métodos permitem simulacdes

mais eficientes e precisas, possibilitando que os alunos explorem sistemas dindmicos complexos e

~
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compreendam a sensibilidade a variagdes paramétricas (Moya; Lin, 2021; Kapadia; Feng; Benner,
2023). A integragdo dessas técnicas no ensino de equacdes diferenciais oferece oportunidades para
aprofundar o entendimento sobre a modelagem de sistemas nao lineares e discutir aplica¢des praticas
em areas como energia ¢ meio ambiente (Kapadia; Feng; Benner, 2023; Moya; Lin, 2021).

Utilizar modelos de ordem reduzida e aprendizado ativo permite que os estudantes
compreendam melhor como sistemas dindmicos podem ser modelados com precisdo € como o uso de
tecnologia avangada pode otimizar simulagdes de sistemas ndo lineares complexos (Kapadia; Feng;
Benner, 2023). No caso do péndulo nao linear, essas técnicas podem ser aplicadas para investigar como
diferentes variaveis, como atrito e forgas externas, afetam seu comportamento, oferecendo uma
oportunidade para que os alunos reflitam criticamente sobre questdes ambientais e energéticas.

Como descrito pelos autores citados ha fortes evidencias em seus estudos da importancia de
integrar tecnologias digitais, metodologias pedagogicas inovadoras e a modelagem matematica no
ensino de equagdes diferenciais para promover uma reflexao critica sobre questdes socioambientais.
O péndulo nao linear emerge como um sistema ideal para viabilizar essa abordagem, permitindo que
os estudantes explorem fenomenos complexos e desenvolvam competéncias essenciais para interpretar

e transformar a realidade em que vivem.

3 METODOLOGIA

A modelagem matematica do péndulo ndo linear por meio de simulagdes computacionais
oferece oportunidade para o ensino de equagdes diferenciais, a0 mesmo tempo em que promove uma
reflexdo critica sobre questdes socioambientais. Essa abordagem integradora pode enriquecer o
processo de aprendizagem ao conectar o contetido tedrico com aplicacdes concretas e de relevancia
global, proporcionando aos estudantes uma compreensao mais ampla e contextualizada.

A fim de investigar como a modelagem matematica do péndulo ndo linear, utilizando equagdes
diferenciais e simulagdo computacional, pode ser aplicada no ensino de equagdes diferenciais para
promover uma reflexao critica sobre questdes socioambientais, adotou-se uma abordagem qualitativa,
conforme sugerido por Bogdan e Biklen (1994). Este estudo se caracterizou como qualitativo
exploratdrio, com o objetivo de entender como os estudantes se apropriam da modelagem e simulagao
do péndulo nao linear no processo de aprendizagem, conectando esses conhecimentos as questoes de
sustentabilidade e outras implicacdes socioambientais.

O estudo foi realizado com uma turma de graduagdo do curso de Matematica de uma institui¢ao
de ensino superior, composta por sete estudantes matriculados na disciplina de Equagdes Diferenciais

Aplicadas I. A amostragem foi intencional, selecionando participantes que manifestaram interesse em

~
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integrar a pesquisa e estavam dispostos a refletir criticamente sobre a aplicacdo de equagdes
diferenciais em problemas reais. O grupo de estudantes foram subdivididos em 3 grupos disjuntos de
estudantes, sendo um deles composto por 3 estudantes. A coleta de dados foi realizada a partir de
multiplas fontes, conforme descrito por Bogdan e Biklen (1994), garantindo uma visdo mais
abrangente do fendmeno investigado. A observacdo participante foi uma das principais estratégias
adotadas, na qual o pesquisador, que também era o professor da disciplina, acompanhou as interagdes
dos estudantes durante as aulas e registrou suas percepgdes em um diario de campo.

Entrevistas semiestruturadas foram conduzidas com os sete estudantes, aprofundando suas
percepcdes sobre a aprendizagem da modelagem matematica ¢ a conexdo com questdes
socioambientais. Além disso, foram analisados documentos como relatdrios e projetos desenvolvidos
pelos estudantes, que evidenciavam a aplicagdo pratica dos conceitos tedricos.

A intervengdo pedagdgica consistiu em atividades estruturadas em quatro etapas: 1) Introdugao
teorica sobre o péndulo ndo linear e as equagdes diferenciais envolvidas, com foco na modelagem do
comportamento oscilatorio; 2) Modelagem matematica, em que os estudantes desenvolveram modelos
proprios, utilizando as equagdes diferenciais para descrever o comportamento do péndulo; 3)
Simulagcdo computacional, na qual os estudantes aplicaram ferramentas como o GeoGebra e o
MATLAB para simular diferentes cenarios e analisar o comportamento do péndulo em condi¢des nao
lineares; e 4) Reflexdo critica, em que os resultados das simula¢des foram discutidos em grupo,
relacionando-os a temas socioambientais, como o uso sustentavel de recursos ¢ a analise de sistemas
complexos na natureza.

Todos os procedimentos foram realizados em conformidade com as normas éticas vigentes, e
o Termo de Consentimento Livre e Esclarecido foi assinado por todos os participantes. Garantiu-se
que os estudantes tivessem liberdade para se retirar da pesquisa a qualquer momento, e todas as
informacodes foram tratadas com confidencialidade.

Para garantir a validade e a confiabilidade dos resultados, foram utilizadas estratégias de
triangulag¢do de dados, comparando os diferentes métodos de coleta (observacdes, entrevistas e analise
de documentos). A descri¢ao densa dos contextos observados e o processo reflexivo do pesquisador
sobre possiveis vieses também foram adotados para aumentar a confiabilidade dos achados.

Entre as limitagdes da pesquisa, destaca-se o fato de que a atuacdo do pesquisador como
professor pode ter influenciado a dindmica da sala de aula. Além disso, o tamanho da amostra e o

carater qualitativo do estudo limitam a generaliza¢ao dos resultados.
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4 ANALISE E DISCUSSAO DOS DADOS

A anélise dos dados seguiu o método de analise de conteudo, conforme descrito por Bogdan e
Biklen (1994). Inicialmente, foi realizada uma codificagdo aberta, em que os dados foram lidos e
categorizados em temas emergentes, como a compreensdo dos conceitos de equagdes diferenciais, a
capacidade de conectar esses conceitos a problemas reais, € o desenvolvimento de um pensamento
critico sobre questdes socioambientais. Em seguida, as categorias foram refinadas e organizadas em
temas centrais, que incluiram: (i) o impacto da modelagem matematica no entendimento dos sistemas
dinamicos, (i1) a utilizagdo das simula¢des computacionais como ferramenta pedagodgica, e (iii) a
reflexdo critica dos estudantes sobre questdes ambientais e de sustentabilidade. Por fim, os temas foram
analisados a luz da literatura, buscando compreender as implicagdes educacionais da metodologia
adotada.

i) O impacto da modelagem matematica no entendimento dos sistemas dinamicos

Nessa perspectiva, os grupos de alunos realizaram simulagdes numéricas do sistema, com
parametros distintos. Cada grupo analisou as respostas do sistema para os diferentes valores de
amplitude de excitacdo externa A, com a liberdade de ajustar os pardmetros de massa, amortecimento,
comprimento do fio e condigdes iniciais. Essa abordagem permitiu que cada grupo investigasse como
diferentes combinagdes de parametros influenciam o comportamento do sistema e a transicao entre
regimes lineares e ndo lineares.

Cada grupo conduziu simulag¢des utilizando os valores de amplitude de excitacao indicados (A
= 0(D), I(II), 2(IT) e 3(IV) N), mas ajustando livremente os pardmetros de massa, amortecimento,
comprimento do fio, e condi¢des de contorno do sistema:

* Grupo 1: Os alunos desse grupo consideraram alteragdes nos pardmetros de amortecimento
estrutural ¢ [kg/s] e a massa m [kg] do péndulo, analisando como esses fatores afetam a dissipagao de
energia e o comportamento oscilatorio em diferentes regimes de excitagdo. Neste caso, considerou-se
o comprimento do fio e condi¢des iniciais fixos em 1 [m] e metro e as condi¢des 6(0) = w2 , 8°(0) =

1, respectivamente, conforme apresentados na figura 2.
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Figura 2 — Valores para: (a) m = 1; (b) m=5; (c) ¢ =0; (d) c =1.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Neste cenario de simula¢do os discentes do grupo perceberam que no caso do sistema

conservativo (I) o sistema tem um comportamento predominantemente linear independente dos

parametros de massa e amortecimento. Considerando, amplitudes de excitacdo ndo nulas o sistema

possui comportamento ndo linear inversamente ao crescimento do fator de massa, isto pode ser

observado a partir do comparativo das respostas do sistema da Figura 2 (II-IVa) e (II-IVb) e,

independente do fator de amortecimento, vide Figura 2 (II-IVa,b).

* Grupo 2: As consideragdes desse grupo focaram na variacdo do comprimento do fio e das

condigdes iniciais de posicao e velocidade angular, investigando a sensibilidade do sistema a pequenas

alteracdes nas condig¢des de partida. Neste caso considerou-se o amortecimento € massa constantes

iguais ac = 0,3[kg/s] e massa m = 1 [kg], respectivamente conforme apresentados na figura 3.

‘
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Figura 3 — Valores para: (a) 1=0,5; (b)I=15; (c)8(0) =", 6'(0) =0; (d) 6(0) =" ,6 (0)=1
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Fonte: Dados da pesquisa.

Novamente, aqui os alunos observaram que o cendrio em que a excitacdo externa ¢ nula,
basicamente a alteracdo no comprimento do fio leva simplesmente a alteragdo no deslocamento da
massa Figura 3 (Ia,b) e ndo sendo observado qualquer alteracao quando alterado as condigdes iniciais,
1sso condiz com a teoria, pois nesse caso o cenario analisado ¢ puramente linear. Nos cendrios em que
a excitagdo externa ¢ nao nula Figura 3 (II-IV) o parametros de comprimento do fio influencia
diretamente efeito ndo linear, contudo o mesmo ndo € observado para as condi¢des de contorno, isto
pode ser observado se compararmos isoladamente cada cenario de amplitude de for¢a de excitagao
tanto para o parametro de comprimento do fio (Figura 3 a,b) quanto para as condi¢gdes de contorno,
Figura 3 (c,d).

* Grupo 3: Finalmente este grupo explorou uma combina¢do mais ampla de parametros para
observar como ajustes na massa, no comprimento do fio e amortecimento, combinados com diferentes

condigdes iniciais, influenciam o padrao de oscilagdo, conforme apresentados na figura 4.
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Figura 4 — Valores para: (a) m =1, ¢=0, I=1; (b) m =1, ¢=0.01, 1=1.5; (c) 8(0)=m2,8°(0) = 1;(d) 8(0)=m2 ; 8°(0) =2
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Fonte: Dados da pesquisa.

Os alunos perceberam que a partir da condigdo de excitagdo externa nula ndo ha evidéncias de
cenarios ndo lineares independentemente da variagdo pardmetros de massa, comprimento do fio,
amortecimento e condi¢des iniciais. Todavia, ¢ perceptivel a influéncia direta dos pardmetros no
regime de predominancia ndo linear quando ¢ considerada uma forga de excitagdo externa mesmo que
pequena.

Nesse sentido, os resultados das simulagdes numéricas permitiram que cada grupo observasse
e identificasse caracteristicas lineares e ndo lineares do sistema de péndulo. Em geral, os alunos
relataram que:

1. Para A = 0 [N]: Os cenérios, em sua maioria, apresentaram comportamento linear com

oscilagBes regulares e previsiveis. O ajuste de pardmetros como o amortecimento facilitou a
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visualizagdo de uma resposta proporcional e menos complexa, independentemente das
condicdes iniciais ou do comprimento do fio.

2. Para A =1¢e A =2][N]: O sistema mostrou uma transi¢cdo para 0 comportamento ndo linear,
com oscilacBes que se desviavam da proporcionalidade tipica dos sistemas lineares. Variagcdes
nos parametros resultaram em respostas mais dinamicas e sensiveis. Os alunos observaram que
a inclusdo de maior amortecimento, por exemplo, ndo era suficiente para compensar os efeitos
da excitacdo externa, levando a padr&es de oscilagdo mais complexos.

3. Para A = 3 [N]: Cada grupo notou caracteristicas fortemente néo lineares e um comportamento
caotico, onde pequenas mudancas nos parametros ou nas condi¢des iniciais causaram grandes
variacfes nas respostas. Esse cenario exigiu uma analise mais cuidadosa para identificar

padrdes e compreender a complexidade do sistema.

Além disso, as simulagdes numéricas proporcionaram uma ferramenta valiosa para a
compreensdo pratica do comportamento do sistema, levando os alunos a conclusao de que a excitacao
externa oferece grande influéncia no efeito ndo linear no sistema. No entanto, os alunos enfrentaram
desafios, especialmente em relagdo a:

o Interpretacdo dos Pardmetros: Muitos alunos relataram dificuldades para interpretar de forma
precisa 0s impactos de cada pardmetro na transicdo entre os regimes linear e ndo linear,
principalmente devido a quantidade de variaveis envolvidas.

o Previsdo de Comportamentos: Os grupos que variaram amplamente as condicdes iniciais e 0
comprimento do fio encontraram dificuldades em prever os comportamentos do sistema sob
alta amplitude de excitagdo (A = 3N), o que evidenciou a sensibilidade das simulagdes a
pequenos ajustes.

o Vantagens e Desvantagens das SimulacGes: Embora as simulacdes tenham facilitado a
visualizacdo dos efeitos de diferentes parametros e condi¢bes iniciais, elas também
apresentaram limitagdes. A auséncia de um forte embasamento tedrico dificultou a
interpretacdo dos resultados para alguns alunos, e alguns cenarios complexos exigiam uma

analise extensa e aprofundada.

Diante dos relatos promovidos por grupos considerando suas especificidades de parametros de
analise e levando em consideragdo, ainda, os cruzamentos da analise dos diferentes grupos, conforme
os itens expostos nos itens de Interpreta¢do dos Parametros, Previsdo de Comportamentos e Vantagens

e Desvantagens das Simulagdes.

‘
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Observa-se, especialmente, a vantagens da metodologia em relacdo as diversidades de situagdes
impostas pelo sistema mecanico estudado. Isso permitiu que os estudantes discutissem inumeras
consideragdes adicionais, permitindo uma analise critica do fendmeno e, por conseguinte, do proprio
modelo matematico utilizado. Viabilizando, dessa forma, uma visdo critica da equagdo do modelo do
sistema mecanico, vindo ao encontro das diretrizes de uma aprendizagem de matematica critica,
segundo Skovsmose (2001).

Com o intuito de fornecer subsidios aos alunos para conclusdes gerais ¢ o fechamento das
interpretagdes parciais de cada grupo sobre o conteudo de equagdes diferenciais, foi solicitado a todos
os discentes da disciplina que realizassem uma simulagdo com parametros especificos, cujos resultados
estdo ilustrados na Figura 5.

Desse modo, a Figura Sapresenta a resposta do sistema de péndulo ilustrado na Figura 1 sob
diferentes amplitudes de excitacao externa (A=0[N],A=1[N], A=2[N], A=3 [N]) visando explorar
cenarios do comportamento linear e ndo linear do sistema ao longo do tempo. Essa andlise oferece um
contexto rico para o ensino de equacdes diferenciais ndo lineares e o estudo de sistemas dinamicos
complexos, além de abrir espago para uma reflexao critica.

Nesse contexto, a figura 5 exibe os resultados simulados a partir da equacao do movimento (1),
considerando um objeto de massa m=1 [kg], coeficiente de amortecimento c=0 [kg/5] e, comprimento
do fio I=1 [m], considerando diferentes amplitudes para a forca de excitagdo externa @(t) =

Asen(wt)com as condigdes de contorno 8(0) =m e 68°(0) = 0.

ii) A utilizacdo das simulagdes computacionais como ferramenta pedagdgica
A Figura 5 (a), (b), (c) e (d) ilustram, respectivamente, as respostas em termos de deslocamento
e velocidade em fun¢do do tempo; a relacdo entre deslocamento-velocidade e, transformada de Fourier
(FFT) para os quatro niveis de excitagdo mencionados. Esses graficos sdo essenciais no estudo de
sistemas ndo lineares, uma vez que mostram como a variagdo da amplitude de excitacdo externa

modifica o comportamento do sistema ao longo do tempo.
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Figura 5: Amplitude de excitagdo externa (I) A= 0 [N]; (I) A= 1 [N]; (IM) A=2 [N]; (IV) A=3 [N].
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Fonte: Dados da pesquisa.

Essas consideragdes paramétricas sao necessarias para que o sistema proporcionasse diferentes
cenarios de comportamento, desde linear até ndo linear. Nesse sentido, buscamos ilustrar a transi¢do
da do cendrio linear puro até o cenario nao linear. As respostas obtidas nas simula¢des consideraram a
condicao de amortecimento estrutural nulo.

A Figura 5 apresenta os resultados para diferentes valores de amplitude de excitagdo externa,
incluindo: (a) Deslocamento; (b) Velocidades; (c¢) Diagrama de causa e efeito; e (d) FFT do
deslocamento. Com base nos itens I a-d, observa-se a validagao do modelo definido pela equagao de
movimento (1) e implementado por meio de método numérico. Ja nos itens I- IV d, € possivel notar a

evolucdo do comportamento ndo linear evidenciada pela perturbagio no grafico FFT.
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Diante disso ¢ possivel analisar as diferencas entre os graficos para facilitar a compreensdo dos
conceitos. Nesse sentido, convém mencionar:

v Gréfico (a): Apresenta a excitacdo externa nula (A = 0 [N]). Neste cenario, o sistema estd em
repouso ou apresenta pequenas oscilagdes naturais, evidenciando que, sem uma forca externa
aplicada, o sistema se mantém proximo de um estado de equilibrio estatico. Este grafico € util
para introduzir o conceito de comportamento linear em sistemas dindmicos simples;

v Gréfico (b): Com uma excitacdo de A = 1 [N], nota-se o inicio de oscila¢cbes mais acentuadas,
mas ainda em um regime controlado. Aqui, a ndo linearidade do sistema comeca a se
manifestar, com respostas mais complexas e deslocamentos maiores em comparagao ao grafico
(a). Este é um ponto interessante para discutir como sistemas ndo lineares podem reagir de
forma desproporcional a pequenos aumentos de forca externa;

v Gréfico (c): Com A =2 [N], o comportamento do sistema torna-se ainda mais dinamico, com
maiores amplitudes de deslocamento e variagdes na velocidade. Neste gréfico, € possivel
perceber a transicdo para um comportamento mais ca6tico, com maior dependéncia das
condicdes iniciais. Esse grafico serve para ilustrar fenébmenos de ressonancia e instabilidade,
aspectos criticos no estudo de equacdes diferenciais ndo lineares;

v Gréfico (d): Sob uma excitacdo maxima de A = 3 [N], o sistema apresenta um comportamento
totalmente ndo linear, com oscilagbes de grande amplitude e sinais de ressonancia
significativos. Aqui, o0s estudantes podem observar como a ndo linearidade pode levar a
respostas imprevisiveis e a bifurcacdes, fenbmenos tipicamente estudados em sistemas

dindmicos complexos.

A comparagdo entre os graficos (a), (b), (c) e (d) permitiu aos discentes entenderem como as
equagoes diferenciais ndo lineares modelam sistemas cujas respostas variam de forma nao proporcional
as forcas externas. Isso também reforca a importancia de simular e visualizar o comportamento de
sistemas dinamicos complexos.

Desse modo, a utilizagdo de métodos computacionais avancados, como redes neurais
informadas por fisica e modelos substitutos baseados em aprendizado ativo, amplia as possibilidades
de simulacdo de sistemas ndo lineares complexos no contexto educacional (Kapadia; Feng; Benner,
2023; Moya; Lin, 2021). Essas técnicas permitem que os estudantes explorem de forma mais
aprofundada o comportamento do péndulo nao linear, compreendendo a sensibilidade a variagdes

paramétricas e refletindo sobre as implicagdes socioambientais desses sistemas. A matemadtica em
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acdo, neste caso, se revela na aplicagdo de técnicas avangadas para resolver problemas complexos que

tém impacto direto na sociedade.

iii) Reflexdo critica dos estudantes sobre questfes ambientais e de sustentabilidade

Sob a perspectiva das teorias de Freire (1996) e Skovsmose (2007), a modelagem matematica
do péndulo nao linear pode ser utilizada como ferramenta pedagdgica para promover reflexdes criticas
sobre questdes socioambientais no ensino de equagdes diferenciais. Skovsmose (2007) introduz o
conceito de “matematica em agdo”, destacando que a matematica nao ¢ apenas uma representagao da
realidade, mas também um agente que molda e influencia praticas sociais e decisdes politicas.

A anélise de sistemas ndo lineares, como o péndulo ndo linear, permite explorar fendmenos
complexos que possuem analogias diretas com questdes ambientais atuais. Por exemplo, o
comportamento sensivel a condigdes iniciais e a imprevisibilidade inerente a esses sistemas podem ser
comparados aos efeitos das mudangas climaticas, onde pequenas alteracdes em fatores ambientais
podem levar a consequéncias significativas, como eventos climaticos extremos (Meyer; Lima, 2023).
Nesse contexto, a matematica atua como uma ferramenta de compreensdo ¢ um meio de acdo e
intervengao nas problematicas socioambientais.

A utilizacao de modelos matematicos aplicados a problemas do cotidiano facilita a conexao
entre os conceitos matematicos e as experiéncias de vida dos estudantes. Khotimah e Masduki (2016)
destacam que a “Aprendizagem Contextual” permite que os alunos relacionem problemas matematicos
a situagoes reais, promovendo uma compreensao mais profunda e critica do conhecimento. Ao modelar
o péndulo ndo linear, os estudantes podem investigar como variaveis como atrito, forgas externas e
amplitude de excitacdo influenciam o comportamento do sistema, estabelecendo paralelos com o
acumulo de gases de efeito estufa e seus impactos no clima global. Assim, conforme aponta Skovsmose
(2007), a matematica em acdo permite que os estudantes percebam a influéncia da matematica nas
decisoes que afetam a sociedade e o meio ambiente.

A integracdo de tecnologias digitais e simulagdes computacionais enriquece o ensino de
equagoes diferenciais e modelagem matematica, proporcionando ambientes de aprendizagem
interativos que promovem a participagdo ativa dos estudantes. Cevikbas, Greefrath e Siller (2023)
argumentam que o uso de tecnologias digitais facilita a experimentacao e o refinamento de modelos,
aprofundando a compreensdo por meio da exploracdo e manipulagdo direta dos sistemas estudados.
Ferramentas como o GeoGebra permitem a exploragdo de multiplas representagdes e equilibram as
abordagens analitica, grafica e numérica, facilitando a compreensdo dos fendmenos ndo lineares

(Iglior1; Almeida, 2017). Neste sentido, a matemadtica em acao se materializa através da utilizagdo de

~
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tecnologias que permitem a simulacdo e a visualizagdo de fendmenos complexos, tornando o
aprendizado mais significativo.

A abordagem da “Aprendizagem Baseada em Problemas” coloca os estudantes como agentes
ativos em seu processo de aprendizado, utilizando problemas reais como ponto de partida (Santos et
al., 2020). Ao enfrentar desafios relacionados a modelagem do péndulo ndo linear e suas implicagdes
socioambientais, os alunos desenvolvem autonomia e pensamento reflexivo, alinhando-se aos
principios da educagao matematica critica defendidos por Freire (1996) e a ideia de Skovsmose (2007)
de que a matematica deve capacitar os estudantes a participarem ativamente na sociedade.

A modelagem matematica em contextos socioambientais também promove o desenvolvimento
do pensamento critico e reflexivo dos estudantes. Armutcu e Bal (2023) destacam que a utilizagdo de
atividades de modelagem matematica no contexto STEM aumenta significativamente as habilidades
dos alunos, incentivando a resolugao de problemas complexos e a colaboragao.

Ao aplicar esses conceitos a questdes como o planejamento sustentavel de recursos energéticos,
os estudantes sdo estimulados a considerar o comportamento imprevisivel dos sistemas e a refletir
sobre solucdes viaveis para problemas globais. Dessa forma, a matemadtica em a¢do se manifesta na
capacidade dos estudantes de utilizarem conhecimentos matematicos para influenciar e compreender
decisdes que tém impacto social e ambiental.

Entretanto, ¢ fundamental que a integracdo de tecnologias digitais seja acompanhada de
estratégias pedagogicas que evitem a dependéncia excessiva de solugdes automaticas, promovendo a
compreensdo dos principios matematicos subjacentes. Andresen (2023) alerta para a ameaca da “caixa
preta”, onde os estudantes confiam cegamente nas solucdes geradas pelas ferramentas, o que pode
limitar o aprendizado efetivo. Abordagens que incentivam a investigacao e a exploragdo independente
dos problemas podem mitigar esse risco (Greubel et al., 2022). Neste contexto, Skovsmose (2007)
enfatiza a importancia de desenvolver uma postura critica em relagdo ao uso da matematica,
reconhecendo seu papel ativo na modelagem e transformacdo da realidade.

A formagdo de professores desempenha um papel crucial na implementagao eficaz dessas
abordagens. Vitoria et al. (2021) ressaltam que estratégias de formacdo que considerem as
especificidades dos estudantes e suas dificuldades com o tema s3o essenciais para promover uma
educagdo matematica critica e transformadora. Balseca et al. (2023) complementam que a capacitagcao
docente ¢ fundamental para integrar com sucesso a modelagem matematica e as tecnologias digitais
no curriculo. Alinhado a isso, Skovsmose (2007) argumenta que os educadores devem estar cientes do
poder da matematica em acdo e serem capazes de orientar os estudantes na compreensdo critica de

como a matematica influencia e ¢ influenciada por contextos sociais e tecnoldgicos.

~
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Entendemos que a modelagem matematica do péndulo ndo linear, utilizando equagdes
diferenciais e simulagao computacional, apresenta-se como uma abordagem eficaz para promover uma
reflexdo critica sobre questdes socioambientais no ensino de equacdes diferenciais. Ao conectar os
conceitos matematicos a contextos reais e atuais, os estudantes desenvolvem competéncias
matematicas, e, também uma consciéncia critica sobre os desafios ambientais que permeiam a
sociedade contemporanea. Conforme Skovsmose (2007) enfatiza, a matematica em agao ¢ uma forma
de capacitar os estudantes a entenderem e intervirem no mundo, reconhecendo o papel da matematica

na constru¢ao ¢ na transformacao da realidade social e ambiental.

5 CONSIDERACOES FINAIS

Este estudo evidenciou que a modelagem matemdtica do péndulo ndo linear, utilizando
equacdes diferenciais e simulagcdes computacionais, pode ser uma abordagem eficaz para o ensino de
equacdes diferenciais ao promover uma reflexao critica sobre questdes socioambientais. A integracao
entre teoria e pratica permite que os estudantes compreendam conceitos matematicos avancados a
partir da relevancia deles em contextos reais, alinhando-se aos principios da Educagdo Matematica
Critica.

Ao analisar os diferentes comportamentos dindmicos gerados por variagdes na amplitude da
excitacdo externa — desde oscilagdes regulares até padrdes caoticos — os estudantes puderam vivenciar
na pratica as caracteristicas centrais de sistemas ndo lineares. A simula¢do computacional
desempenhou um papel crucial nesse processo, proporcionando visualizagdes concretas que
facilitaram a compreensao de fenomenos complexos e a identificacdao de padrdes emergentes.

Sob a perspectiva das teorias de Freire (1996) e Skovsmose (2007), especialmente o conceito
de “matematica em agdo”, a atividade permite que os estudantes percebam a matematica ndo apenas
como um conjunto de técnicas abstratas, mas como uma ferramenta ativa que influencia e ¢
influenciada por contextos sociais € ambientais. Ao estabelecer paralelos entre o comportamento do
péndulo nao linear e fendmenos como as mudangas climaticas, os estudantes sao incentivados a refletir
criticamente sobre o impacto de pequenas variagdes em sistemas complexos e a importancia de agdes
sustentaveis.

A experiéncia revelou que a combinagdo entre simulagdo computacional e Educacao
Matematica Critica cria um ambiente de aprendizagem dindmico e engajador. Os estudantes se
tornaram agentes ativos em seu processo educacional, desenvolvendo autonomia, pensamento

reflexivo e a capacidade de conectar conceitos matematicos a questdes reais. Isso estd em consonancia
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com a ideia de Skovsmose (2007) de que a matematica deve capacitar os individuos a participarem
criticamente da sociedade, compreendendo e intervindo nos processos que moldam a realidade.

Entretanto, o estudo também apontou para a necessidade de cautela na integragdo de
tecnologias digitais. Conforme alertado por Andresen (2023), ¢ fundamental evitar a dependéncia
excessiva de solugdes automaticas e garantir que os estudantes compreendam os principios
matematicos subjacentes. Estratégias pedagdgicas que promovam a investigagdo e a exploragdo
independente mostraram-se essenciais para desenvolver uma postura critica em relacdo ao uso da
matematica e da tecnologia.

Conclui-se que a modelagem matematica do péndulo nao linear, apoiada por simulacdes
computacionais e fundamentada na Educagdo Matematica Critica, ndo s6 enriquece o ensino de
equagoes diferenciais como também promove a formacgdo de cidaddos criticos e conscientes. Ao
conectar a matematica a contextos socioambientais relevantes, os estudantes sdo encorajados a utilizar
o conhecimento matematico como ferramenta para compreender e transformar a realidade,
contribuindo para o desenvolvimento sustentavel e a justi¢a social.

Para futuras iniciativas, recomenda-se a expansdo desta abordagem para outros sistemas
dindmicos ndo lineares e a inclusdo de projetos interdisciplinares que abordem questdes
socioambientais emergentes. Além disso, a formacao continua de professores em praticas de Educagao
Matematica Critica e no uso eficaz de tecnologias digitais ¢ essencial para a implementacdo bem-
sucedida dessa metodologia, conforme enfatizado por Vitoria et al. (2021) e Balseca et al. (2023).

Este trabalho reforca a importancia de uma educacao matematica que transcenda o aprendizado
técnico, promovendo a reflexdo critica e a participagdo ativa dos estudantes na sociedade. A
matematica em agdo, conforme concebida por Skovsmose (2007) revela-se uma poderosa abordagem
para capacitar os estudantes a compreenderem profundamente os desafios contemporaneos e a atuarem

de forma consciente na constru¢do de um mundo mais justo e sustentavel.
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