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RESUMO  

Este trabalho propõe uma interpretação geométrica do aprendizado de máquina como um processo 

de navegação em um espaço de parâmetros de alta dimensão, cujo relevo é induzido pela função de 

erro. Redes neurais são analisadas como sistemas que exploram uma paisagem abstrata de otimização, 

onde arquitetura, dados, algoritmos de treinamento e fontes de incerteza moldam a topologia da 

aprendizagem. A abordagem estabelece conexões entre dinâmica de otimização, capacidade de 

generalização e inferência bayesiana, sugerindo que tais fenômenos podem ser compreendidos sob 

uma estrutura geométrica unificada. Para além do domínio técnico, discute-se como essa perspectiva 

influencia a interpretação, a governança e o impacto sociotécnico de sistemas de inteligência artificial, 

oferecendo uma linguagem conceitual integrada para analisar sua atuação em contextos humanos e 

computacionais. 

 

Palavras-chave: Aprendizado de Máquina. Geometria do Erro. Alta Dimensão. Otimização. 

Inferência Bayesiana. Sistemas Sociotécnicos. 

 

ABSTRACT 

This work proposes a geometric interpretation of machine learning as a navigation process in a high-

dimensional parameter space, whose relief is induced by the error function. Neural networks are 

analyzed as systems that explore an abstract optimization landscape, where architecture, data, training 

algorithms, and sources of uncertainty shape the learning topology. The approach establishes 

connections between optimization dynamics, generalization capacity, and Bayesian inference, 

suggesting that such phenomena can be understood under a unified geometric framework. Beyond 

the technical domain, it discusses how this perspective influences the interpretation, governance, and 

socio-technical impact of artificial intelligence systems, offering an integrated conceptual language 

to analyze their performance in human and computational contexts. 

 

Keywords: Machine Learning. Error Geometry. High Dimension. Optimization. Bayesian Inference. 

Socio-Technical Systems. 

 

RESUMEN 

Este trabajo propone una interpretación geométrica del aprendizaje automático como un proceso de 

navegación en un espacio de parámetros de alta dimensión, cuyo relieve está determinado por la 

función de error. Las redes neuronales se analizan como sistemas que exploran un paisaje de 

optimización abstracto, donde la arquitectura, los datos, los algoritmos de entrenamiento y las fuentes 
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de incertidumbre configuran la topología del aprendizaje. El enfoque establece conexiones entre la 

dinámica de optimización, la capacidad de generalización y la inferencia bayesiana, sugiriendo que 

dichos fenómenos pueden comprenderse dentro de un marco geométrico unificado. Más allá del 

ámbito técnico, se analiza cómo esta perspectiva influye en la interpretación, la gobernanza y el 

impacto sociotécnico de los sistemas de inteligencia artificial, ofreciendo un lenguaje conceptual 

integrado para analizar su desempeño en contextos humanos y computacionales. 

 

Palabras clave: Aprendizaje Automático. Geometría de Error. Alta Dimensión. Optimización. 

Inferencia Bayesiana. Sistemas Sociotécnicos. 
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1 DAS LINHAS AOS MUNDOS 

1.1 DO ESPAÇO DOS PESOS AO MUNDO INVISÍVEL DO ERRO 

Essa dificuldade não é apenas individual, mas reflete um desafio amplamente reconhecido na 

literatura científica. Goodfellow, Bengio e Courville descrevem o treinamento de redes profundas 

como um processo de otimização em espaços de altíssima dimensão, nos quais a intuição geométrica 

humana falha e deve ser substituída por ferramentas matemáticas e estatísticas formais [1]. De forma 

complementar, Bishop enfatiza que a aprendizagem em modelos neurais pode ser vista como a busca 

por estruturas estáveis em superfícies de erro altamente não lineares, onde mínimos locais, regiões 

planas e pontos de sela desempenham papéis centrais na dinâmica do treinamento [2]. 

A noção de que a geometria do espaço dos parâmetros influencia profundamente o 

comportamento do aprendizado também aparece na obra de Amauri, que introduz a geometria da 

informação como uma estrutura formal para compreender como métricas, curvaturas e conexões 

definem trajetórias de otimização em modelos estatísticos e redes neurais [3]. 

 

1.2 UM PESO, UMA LINHA 

Para compreender a geometria do aprendizado, comecemos pelo caso mais simples possível: 

um modelo com apenas um único peso, denotado por W. 

Esse modelo recebe uma entrada x e produz uma saída: 

 

y = f(x, w)                         (1) 

 

Para avaliar seu desempenho, definimos uma função de erro: 

 

E(w)                                  (2) 

 

Essa função mede o quão distante a previsão do modelo está da resposta correta. Em outras 

palavras, ela nos diz o quão “bom” ou “ruim” é o modelo para cada valor possível do peso. 

 

1.2.1 Visualizando o espaço mais simples 

Se representarmos esse cenário graficamente, obtemos uma estrutura extremamente simples: 

• Um eixo horizontal representando os possíveis valores do peso w 

• Um eixo vertical representando o valor do erro E(w) 

 

O resultado é uma curva em um plano bidimensional. 
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Cada ponto dessa curva corresponde a uma configuração diferente do modelo 

− Isto é, a uma escolha específica para o valor do peso. 

 

Nesse mundo mínimo: 

• A posição horizontal indica qual modelo estamos utilizando 

• A altura indica o erro associado a esse modelo 

 

Aprender, nesse contexto, significa mover-se ao longo dessa linha em direção ao ponto onde 

o erro é mínimo. 

 

1.2.2 Da linha ao espaço de dimensões maiores 

Embora esse cenário seja extremamente simples, ele contém a semente de tudo o que virá a 

seguir. 

Aqui temos apenas: 

• Um parâmetro 

• Uma dimensão 

• Uma curva de erro 

 

Mas o que acontece quando adicionamos um segundo peso? A linha se transforma em uma 

superfície. 

Com um terceiro peso, essa superfície deixa de caber em nosso espaço visual. 

E com milhões de pesos, surge um universo geométrico que não pode mais ser desenhado — 

apenas descrito matematicamente. 

A Figura 1 ilustra esse primeiro mundo possível: o espaço de erro associado a um único peso. 
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Figura 1: Curva de erro unidimensional associada a um modelo com um único peso. 

 
Fonte: Autores. 

 

Cada ponto representa uma configuração possível do modelo, enquanto a inclinação local 

determina a direção de atualização durante o processo de aprendizado. 

 

1.3 DOIS PESOS, UMA SUPERFÍCIE 

Se no caso anterior o aprendizado acontecia ao longo de uma linha, agora o mundo se expande. 

Introduzimos um segundo peso. O modelo passa a possuir dois graus de liberdade: 

 

w1, w2                                  (3) 

 

A função de erro deixa de depender de uma única variável e passa a ser definida como: 

 

E(w1, w2)                             (4) 

 

1.3.1 Do eixo à paisagem 

Podemos agora representar esse sistema em três dimensões: 

• Eixo X — valores possíveis de w1 

• Eixo Y — valores possíveis de w2 

• Eixo Z — valor do erro E 

 

O que antes era uma linha agora se transforma em uma superfície tridimensional. 
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Cada ponto sobre essa superfície representa uma configuração completa do modelo, isto é, 

uma escolha específica para os dois pesos simultaneamente. 

Se escolhermos uma função de erro simples, como:  

A superfície resultante assume a forma de uma tigela suave, conhecida matematicamente 

como um parabolóide. 

 

1.3.2 A primeira paisagem 

É nesse ponto que surge a metáfora central deste trabalho. 

A função de erro deixa de ser apenas um cálculo abstrato e passa a definir um terreno. 

• Regiões altas representam modelos com grande erro 

• Regiões baixas representam modelos mais precisos 

 

Cada ponto no “chão” dessa paisagem corresponde a um conjunto específico de pesos. A altura 

do terreno nesse ponto é o erro associado a essa configuração. 

Treinar o modelo torna-se, então, um ato de navegação: mover-se sobre essa superfície em 

direção às regiões mais baixas. 

A Figura 2 ilustra essa paisagem inicial — um mundo geométrico onde já é possível falar em 

vales, colinas e direções de descida. 
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Figura 2: Superfície de erro associada a um modelo com dois pesos. Cada ponto sobre o plano (w1, w2) define uma 

configuração do modelo, enquanto a altura representa o erro correspondente. O ponto mais baixo da superfície indica a 

região de melhor ajuste. 

 
Fonte: Autores. 

 

1.4 TRÊS PESOS, UM MUNDO QUE NÃO CABE NA TELA 

Se dois pesos já transformaram uma linha em uma paisagem, a introdução de um terceiro peso 

produz uma ruptura ainda mais profunda na nossa capacidade de imaginar o aprendizado. 

O modelo passa agora a possuir três graus de liberdade: 

   

      (5) 

 

A função de erro torna-se:  

  

E(w1, w2, w3)                             (6) 

 

1.4.1 Da superfície ao hiperespaço 

Matematicamente, esse sistema define uma estrutura em quatro dimensões: 

• Três dimensões associadas aos pesos 

• Uma dimensão adicional correspondente ao valor do erro 
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Se no caso anterior podíamos caminhar sobre uma superfície, agora esse “terreno” deixa de 

caber no espaço visual humano. 

Não há mais como desenhá-lo diretamente. 

 

1.4.2 Os limites da visualização 

A partir desse ponto, toda representação torna-se indireta. Só conseguimos acessar esse mundo 

por meio de aproximações: 

• Projeções — versões achatadas de uma estrutura maior 

• Sombras — efeitos parciais lançados em dimensões menores 

• Fatias — cortes locais de uma geometria invisível 

 

Cada visualização que produzimos não é o mundo em si, mas apenas um vestígio dele. 

 

1.4.3 Um mundo além da percepção 

Ainda assim, a impossibilidade de visualizar não implica inexistência. 

O mundo geométrico definido por E(w1, w2, w3) continua plenamente real do ponto de vista 

matemático. Ele possui: 

• Vales 

• Colinas 

• Regiões planas 

• Pontos de sela 

 

Mas todos esses elementos existem em uma estrutura que não pode ser vista, apenas inferida 

por suas propriedades locais. 

Treinar um modelo com três pesos já é, portanto, navegar em um espaço que escapa à nossa 

intuição espacial direta. 

A Figura 3 ilustra essa limitação: não vemos o mundo completo, mas apenas suas projeções 

possíveis em dimensões menores. 

 

1.5 MILHÕES DE PESOS, UM UNIVERSO INVISÍVEL 

Se três pesos já nos levaram além dos limites da visualização direta, redes neurais modernas 

ampliam essa ruptura de forma radical. 

Modelos contemporâneos não operam com três parâmetros, mas com: 
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• Milhões 

• Bilhões 

  

Figura 3: Projeção tridimensional de uma paisagem de erro definida em dimensão superior. A visualização representa 

apenas uma fatia ou sombra do espaço real de otimização, cuja estrutura completa permanece fora do alcance 

perceptivo humano. 

 
Fonte: Autores. 

 

Cada conexão, cada filtro, cada camada adiciona novos eixos ao espaço dos pesos. 

A função de erro passa então a assumir a forma geral: 

 

E(w1, w2, . . . , wn)                             (7) 

 

Onde n pode exceder qualquer quantidade que possamos imaginar intuitivamente. 

 

1.5.1 Da superfície ao universo 

Nesse regime, já não falamos mais de superfícies no sentido tradicional. 

O objeto geométrico definido por essa função é uma: Hipersuperfície em n + 1 dimensões. 

Cada ponto desse espaço representa uma configuração completa do modelo — uma definição 

simultânea de todos os seus pesos. 

Apesar da complexidade dimensional, cada ponto possui exatamente uma propriedade 

diretamente observável: o valor do erro. 

Esse único número funciona como a “altura” de um terreno que não pode ser visto. 
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1.6 O MUNDO SEM MAPA 

Surge então uma limitação fundamental. 

Embora o mundo geométrico do erro exista, o modelo não possui acesso ao seu mapa global. 

Ele não sabe: 

• Onde estão os vales mais profundos 

• Onde surgem as montanhas mais íngremes 

• Onde se encontra o mínimo global 

 

A única informação disponível é estritamente local. 

No ponto onde se encontra, o modelo pode medir apenas duas coisas: 

1. Altura — o valor atual da função de erro 

2. Inclinação local — o gradiente naquele ponto 

 

1.6.1 Exploração sem visão 

O aprendizado torna-se, assim, um processo de exploração às cegas. 

Não há visão panorâmica. Não há mapa. Não há horizonte. Existe apenas a sensação local da 

inclinação do terreno. 

Treinar uma rede neural é permitir que um viajante matemático se mova em um universo 

invisível, guiado exclusivamente pela direção em que o erro cresce mais rapidamente — para então 

caminhar no sentido oposto. 

A Figura 4 ilustra essa ideia: não vemos o espaço completo, mas apenas representações 

simbólicas de sua vastidão geométrica. 

 

1.7 A PRIMEIRA REGRA DA GEOMETRIA DO APRENDIZADO 

Após atravessarmos linhas, superfícies e hiperespaços invisíveis, podemos condensar toda a 

dinâmica do aprendizado em um princípio geométrico fundamental. 

Independentemente da arquitetura, do número de parâmetros ou da complexidade do modelo, 

três elementos estruturam completamente o processo de treinamento. 

Essa dinâmica pode ser resumida em uma única regra: 

Os pesos dizem onde você está. 

A função de erro diz quão alto você está. O gradiente diz para onde o terreno sobe. 

Cada componente possui um papel geométrico preciso: 

• Os pesos definem a posição atual do modelo no espaço de parâmetros 
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• A função de erro define a altura do terreno nessa posição 

• O gradiente mede a inclinação local da paisagem 

 

1.7.1 A lei do movimento 

Se o gradiente aponta para a direção de maior crescimento do erro, seguir essa direção 

significaria subir a montanha. 

Aprender exige o oposto. 

Treinar um modelo é mover-se sistematicamente na direção contrária ao gradiente — 

descendo o terreno invisível da função de erro em busca de regiões mais baixas e estáveis. 

Formalmente, essa dinâmica será descrita por equações de atualização nos capítulos seguintes. 

Mas, do ponto de vista geométrico, a essência já está contida nessa regra simples: 

Aprender é caminhar na direção oposta à inclinação do mundo. 

 

1.8 O QUE REALMENTE SIGNIFICA “TREINAR” 

Após compreendermos a função do erro como um mundo geométrico e o gradiente como a 

inclinação local desse terreno, podemos reformular uma pergunta fundamental: o que, de fato, 

significa treinar um modelo? 

Formalmente, o treinamento consiste em gerar uma sequência de pontos no espaço dos pesos: 

  

(8) 

 

Cada conjunto (w(t), w(t), . . .) representa a posição do modelo em um instante específico do 

processo de aprendizado. 

 

1.8.1 Uma trajetória no espaço invisível 

Essa sucessão de pontos não é apenas uma lista de valores numéricos. Ela define uma trajetória 

geométrica no universo invisível da função de erro. 

A cada iteração, o modelo se desloca ligeiramente sobre a hipersuperfície, respondendo à 

inclinação local medida pelo gradiente. Esse movimento contínuo constroi um caminho que atravessa 

vales, contorna regiões planas e evita elevações abruptas. 
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1.8.2 Do problema estático ao movimento 

Na matemática clássica, resolver um problema costuma significar encontrar um ponto 

específico que satisfaz uma equação. 

No aprendizado de máquina, a lógica é distinta. 

O modelo não resolve diretamente a equação que define o mínimo da função de erro. Ele não 

“salta” para a solução. Em vez disso, ele a busca progressivamente, ajustando seus parâmetros passo 

a passo. 

Treinar é, portanto, um processo dinâmico. 

O modelo não encontra imediatamente o ponto ideal — ele constrói um caminho que o conduz 

até regiões de menor erro. 

 

1.8.3 O caminho como objeto de estudo 

Sob essa perspectiva, o estado final do modelo é apenas um ponto em uma trajetória muito 

maior. 

Compreender o aprendizado exige olhar não apenas para onde o modelo chegou, mas para o 

percurso que realizou ao longo do espaço dos pesos. 

A Figura 4 ilustra essa ideia: uma sequência de atualizações que forma um trajeto contínuo 

sobre a paisagem do erro. 

  

Figura 4: Trajetória de treinamento no espaço dos pesos. Cada ponto representa uma atualização sucessiva do modelo, 

formando um caminho contínuo sobre a paisagem da função de erro. 

 
Fonte: Autores. 

 

1.9 O QUE VEM A SEGUIR 

Se o aprendizado acontece em um mundo que não pode ser visto, surge então a pergunta 
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central que orienta este trabalho: 

Como um sistema pode se orientar em um espaço que ele nunca poderá mapear por completo? 

Até aqui, descrevemos a função de erro como uma hipersuperfície de di- mensão extrema — 

um universo geométrico onde cada ponto representa uma configuração possível do modelo. Vimos 

também que, apesar dessa vastidão estrutural, o modelo não possui acesso ao mapa global desse 

espaço. 

Ele não conhece o relevo completo. Não sabe onde estão os vales mais profundos. Não sabe 

onde se encontra o mínimo global. 

Tudo o que lhe é permitido perceber é estritamente local. 

Essa limitação transforma o aprendizado em um processo de exploração às cegas — um 

deslocamento contínuo guiado apenas por informações disponíveis no ponto presente. 

  

Figura 5: Hipersuperfície de erro invisível e espaço local observável. 

 
Fonte: Autores. 

 

Surge então a necessidade de um princípio de orientação. 

No próximo capítulo, introduzimos o gradiente como bússola — a lei local que governa o 

movimento de uma rede neural através de milhões de dimensões. Se a função de erro define o mundo 

e os pesos definem a posição, é o gradiente que torna possível o movimento. 

Ele não revela o mapa completo, mas fornece algo igualmente poderoso: a direção de descida 

mais íngreme disponível a cada instante. 

É a partir dessa lei local que emerge toda a dinâmica do aprendizado profundo. 
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2 O EXPLORADOR E A BÚSSOLA 

2.1 O GRADIENTE COMO LEI LOCAL EM UM MUNDO DE ALTA DIMENSÃO 

Se o mundo do erro é invisível, o gradiente é a única coisa que pode ser sentida. 

No capítulo anterior, descrevemos a função de erro como uma hipersuperfície de altíssima 

dimensão — um universo geométrico onde cada ponto representa uma configuração completa da rede 

neural. Vimos que, à medida que o número de parâmetros cresce, esse mundo rapidamente ultrapassa 

qualquer capacidade humana de visualização direta. 

Linhas transformam-se em superfícies. Superfícies transformam-se em hiperespaços. 

Hiperespaços transformam-se em universos matemáticos que só podem ser compreendidos por meio 

de suas propriedades locais. 

Mas um mundo, por mais vasto que seja, só se torna explorável quando existe alguma forma 

de orientação. 

Sem direção, não há movimento. Sem movimento, não há aprendizado. 

Para redes neurais, essa orientação não é fornecida por um mapa global do espaço dos pesos. 

Ela emerge de uma lei estritamente local — uma regra que pode ser aplicada em qualquer ponto da 

paisagem, independentemente de sua dimensão. 

Essa lei é o gradiente. 

Ele não revela a totalidade do terreno. Não indica o destino final. Não descreve o relevo 

distante. 

Mas fornece algo suficiente para tornar o aprendizado possível: a direção instantânea de 

variação do erro. 

Se a função de erro define o mundo, e os pesos definem a posição, é o gradiente que torna o 

movimento viável. 

É ele que transforma um universo estático em um espaço navegável. 

 

2.2 O SENSOR DE INCLINAÇÃO 

Considere novamente a função de erro como uma função dos pesos da rede: 

 

E(w1, w2, . . . , wn)                             (9) 

 

Se os pesos definem a posição do modelo nesse espaço de alta dimensão, o gradiente define a 

forma como essa posição pode mudar. 

Formalmente, o gradiente é definido como o vetor das derivadas parciais da função de erro 
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em relação a cada peso. 

 

n                              (10) 

  

Figura 6: Vetor gradiente perpendicular às curvas de nível, indicando a direção 

 
Fonte: Autores. 

 

Cada componente deste vetor mede a sensibilidade do erro a variações infinitesimais em um 

dos parâmetros do modelo. 

Em termos intuitivos, cada derivada responde a uma pergunta simples, porém profunda: 

Se eu alterar este peso em uma quantidade infinitesimal, quanto o erro muda? 

 

2.2.1 Percepção local 

Se a função de erro define um terreno invisível, o gradiente funciona como um sensor de 

inclinação sob os pés do explorador. 

Ele não fornece um mapa do mundo. Não revela o relevo distante. Não indica diretamente o 

destino final. 

Ele fornece apenas uma informação local: a direção em que o erro cresce mais rapidamente 

no ponto onde a rede se encontra. 
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2.2.2 Aprendizado como fenômeno local 

Essa limitação é fundamental. 

O aprendizado não é guiado por conhecimento global da paisagem, mas por medições locais 

sucessivas. A rede não sabe onde estão os vales distantes — ela apenas sente, sob seus pés, para qual 

lado o terreno sobe com maior intensidade. 

A partir dessa informação mínima, torna-se possível construir movimento. 

O gradiente transforma a função de erro de um objeto puramente estático em um campo 

dinâmico de direções possíveis. 

 

2.3 A LEI DO MOVIMENTO 

Se o gradiente atua como um sensor de inclinação, é necessário ainda um princípio que 

determine como o sistema responde a essa informação. 

Essa resposta é formalizada pela regra fundamental do aprendizado por gradiente: 

 

w(t+1) = w(t) − η ∇E(w(t))                             (11) 

 

Essa equação descreve como a posição do modelo no espaço dos pesos evolui ao longo do 

tempo de treinamento. 

Onde: 

• w(t) representa a posição atual do modelo no espaço de parâmetros 

• η é a taxa de aprendizado, responsável por controlar o tamanho do passo 

• ∇E é o gradiente local da função de erro 
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Figura 7: Trajetória iterativa de atualização dos pesos a cada passo do gradiente. Cada seta representa atualização 

sucessiva, deslocando o modelo para w(t+1). 

 
Fonte: Autores. 

 

2.3.1 Uma dinâmica em espaço abstrato 

Sob essa formulação, o treinamento deixa de ser interpretado como um simples ajuste 

numérico e passa a ser descrito como um processo dinâmico. 

A cada iteração, o modelo mede a inclinação do terreno e desloca-se na direção oposta, 

buscando regiões de menor erro. 

A equação acima funciona, portanto, como uma lei de movimento em um espaço abstrato. Ela 

define como um ponto se desloca dentro de um campo escalar induzido pela função de erro. 

 

2.3.2 Tempo, posição e deslocamento 

O índice t introduz uma dimensão adicional ao processo: o tempo de treinamento. 

Cada atualização corresponde a um pequeno deslocamento na paisagem do erro. A sequência 

dessas atualizações forma uma trajetória contínua que atravessa regiões de diferentes curvaturas, 

inclinações e estruturas geométricas. 

 

2.3.3 Movimento em um campo invisível 

Treinar uma rede neural, nesse sentido, não é apenas ajustar números. 

É permitir que uma entidade matemática se mova dentro de um campo geométrico invisível, 

guiada exclusivamente pela inclinação local da função de erro. 

A função de erro define o relevo. O gradiente mede a inclinação. A equação de atualização 

governa o movimento. 



 

 
REVISTA ARACÊ, São José dos Pinhais, v.8, n.3, p.1-72, 2026 18 

2.4 UM PARALELO COM A FÍSICA 

A dinâmica do aprendizado por gradiente pode ser compreendida de forma ainda mais 

profunda quando estabelecemos um paralelo com sistemas físicos clássicos. Na mecânica clássica, 

um campo de energia potencial gera uma força que empurra uma partícula na direção de menor 

energia. Essa relação é formalizada por: 

 

F⃗ = −∇U                             (12) 

 

Onde U representa a energia potencial do sistema e U descreve a variação espacial dessa 

energia. 

De forma estruturalmente análoga, a função de erro de uma rede neural induz um “campo” no 

espaço dos pesos. Nesse campo, o gradiente atua como a força que direciona o movimento dos 

parâmetros na direção de menor erro: 

 

∆w ∝ −∇E                             (13) 

  

Figura 8: Analogias entre aprendizado por gradiente e campo potencial. 

 
Fonte: Autores. 

 

2.4.1 Correspondência conceitual 

A analogia entre aprendizado profundo e dinâmica física pode ser organizada da seguinte 

forma: 

• Energia potencial ↔ Função de erro 

• Força ↔ Gradiente 

• Posição da partícula ↔ Configuração dos pesos 
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• Movimento ↔ Atualização paramétrica 

 

Sob essa perspectiva, o treinamento de uma rede neural pode ser interpretado como a dinâmica 

de uma partícula que se move em um campo de energia definido pela função de erro. 

 

2.4.2 Dissipação e convergência 

Diferentemente de sistemas físicos conservativos, o aprendizado por gradiente incorpora um 

mecanismo dissipativo: o movimento é continuamente orientado para regiões de menor energia (erro), 

reduzindo progressivamente a magnitude das atualizações. 

Esse comportamento é análogo ao de uma partícula sujeita a atrito, que perde energia cinética 

até estabilizar-se em um vale do campo potencial. 

 

2.4.3 Estabilidade geométrica 

Neste enquadramento, diferentes mínimos da função de erro correspondem a estados de 

equilíbrio do sistema dinâmico. 

Alguns desses equilíbrios são estáveis — vales amplos onde pequenas perturbações não 

alteram significativamente o erro. Outros são instáveis — regiões estreitas das quais o sistema pode 

escapar com facilidade. 

Essa distinção antecipa discussões posteriores sobre curvatura da paisagem, mínimos planos 

e capacidade de generalização. 

 

2.5 CURVAS DE NÍVEL E DIREÇÕES PRIVILEGIADAS 

Mesmo em dimensões que não podemos visualizar diretamente, a função de erro preserva uma 

estrutura geométrica local bem definida. 

Em qualquer ponto do espaço dos pesos, podemos identificar conjuntos dis- tintos de 

configurações paramétricas que produzem exatamente o mesmo valor de erro: 

 

E(w1, . . . , wn) = c                             (14) 

 

Onde c é uma constante.  

Estes conjuntos formam superfícies de igual erro que, em duas dimensões, seriam 

representadas como curvas de nível. Em dimensões mais altas, generalizam- se para hipersuperfícies 

de nível. 
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2.5.1 Geometria da constância 

Mover-se ao longo de uma curva de nível significa alterar os pesos sem modificar o valor da 

função de erro. Em termos geométricos, trata-se de um deslocamento tangencial à paisagem, que 

preserva a altitude do ponto no relevo da função de custo. 

 

2.5.2 Ortogonalidade do gradiente 

O gradiente, por definição, é sempre ortogonal às curvas (ou superfícies) de nível. 

  

Figura 9: Representação de um Gradiente Ortogonal às Curvas de Nível 

 
Fonte: Autores. 

 

Essa propriedade decorre diretamente do fato de que o gradiente aponta na direção de maior 

variação da função. Como as curvas de nível representam regiões onde não há variação alguma, o 

vetor de máxima variação deve necessariamente ser perpendicular a elas. 

 

2.5.3 Direção de crescimento máximo 

Geometricamente, isso significa que o gradiente aponta na única direção em que o erro cresce 

mais rapidamente naquele ponto específico do espaço dos pesos. 

Seguir o gradiente negativo é, portanto, seguir o caminho de descida mais íngreme disponível 

localmente — a rota de maior redução instantânea do erro. 

Essa direção privilegiada não depende da forma global da paisagem, mas apenas de sua 

estrutura diferencial no ponto presente. 
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2.6 O PROBLEMA DA ESCALA 

Em redes neurais reais, a estrutura local da função de erro raramente é iso- trópica. As 

diferentes direções do espaço dos pesos não apresentam a mesma inclinação nem a mesma curvatura. 

Formalmente, isso significa que os componentes do gradiente podem assumir magnitudes 

muito distintas entre si: 

 

                             (15) 

 

Essa desigualdade revela uma característica geométrica fundamental da paisagem de erro: sua 

anisotropia. 

 

2.6.1 Um terreno desigual 

Geometricamente, essa situação pode ser interpretada como um relevo no qual: 

• Algumas direções são extremamente íngremes 

• Outras são quase planas 

 

O resultado é a formação de vales alongados — regiões onde a descida é rápida em uma 

dimensão, mas extremamente lenta em outra. 

  

Figura 10: Vale alongado e anisotrópico. Oscilações em vales estreitos dificultam a otimização, com passos longos em 

uma direção em uma direção íngreme e passos curtos em uma direção plana 

 
Fonte: Autores. 
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2.6.2 Oscilação e lentidão 

Quando o movimento segue apenas o gradiente puro, dois comportamentos problemáticos 

podem emergir: 

• Oscilações em vales estreitos, causadas por passos excessivos em direções de alta inclinação 

• Avanço extremamente lento ao longo de direções de baixa inclinação Esse fenômeno torna o 

processo de otimização ineficiente, exigindo múltiplas interações para atravessar regiões 

geometricamente mal condicionadas. 

 

2.6.3 Motivação para dinâmicas mais sofisticadas 

A presença dessas assimetrias geométricas motiva o desenvolvimento de regras de movimento 

mais elaboradas — mecanismos capazes de adaptar o passo de atualização à estrutura local da 

paisagem. 

Surgem, assim, os otimizadores modernos, que incorporam informações adicionais sobre 

escala, histórico de gradientes e variância das atualizações para tornar a navegação mais estável e 

eficiente. 

 

2.7 ALÉM DO PASSO SIMPLES 

A regra básica do gradiente descendente assume uma dinâmica de movimento elementar: 

medir a inclinação local e deslocar-se na direção oposta com um passo proporcional. 

Entretanto, em paisagens de erro reais — anisotrópicas, ruidosas e de alta curvatura — essa 

estratégia mostra-se limitada. 

Otimizadores modernos, como Momentum, RMSProp e Adam, não apenas seguem o 

gradiente. Eles modificam a própria dinâmica do movimento no espaço dos pesos. 
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Figura 11: Comparação de trajetórias de otimizadores no espaço da função de erro 

 
Fonte: Autores. 

 

2.7.1 Dinâmicas adaptativas 

Esses métodos introduzem mecanismos adicionais que alteram a forma como a trajetória é 

construída ao longo da paisagem do erro: 

• Suavizam direções ruidosas por meio de médias móveis dos gradientes 

• Amplificam direções consistentes ao acumular informação histórica 

• Ajustam automaticamente o tamanho dos passos com base na variância das atualizações 

 

2.7.2 Memória e escala 

Enquanto o gradiente puro responde apenas à inclinação instantânea, esses otimizadores 

incorporam duas dimensões adicionais ao processo de navegação: 

• Memória — histórico de direções passadas 

• Normalização — adaptação à escala local da paisagem 

 

Isso permite que o sistema atravesse vales alongados com maior estabilidade, reduzindo 

oscilações e acelerando a convergência. 

 

2.7.3 Metáfora geométrica ampliada 

Na metáfora geométrica, isso equivale a transformar o modo de locomoção do explorador. 
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Ele deixa de apenas caminhar. 

Pode deslizar por regiões suaves, ganhar inércia ao descer encostas consis- tentes ou ajustar 

automaticamente o tamanho do passo à textura do terreno que atravessa. 

O movimento deixa de ser puramente reativo e passa a ser dinamicamente modulado pela 

estrutura local da paisagem. 

 

2.8 A ILUSÃO DO CAOS 

Quando projetamos superfícies de erro de altíssima dimensão em duas ou três dimensões, o 

resultado visual frequentemente sugere um cenário caótico: paisagens repletas de picos abruptos, 

vales irregulares e estruturas aparentemente aleatórias. 

  

Figura 12: Projeção de paisagem de erro de alta dimensão. 

 
Fonte: Autores. 

 

Essa impressão, no entanto, é em grande parte uma consequência das limitações da projeção 

geométrica. Ao reduzir um espaço de milhões de dimensões a um subespaço visualizável, 

comprimimos estruturas complexas em representações que distorcem sua organização interna [5]. 

Apesar da irregularidade visual, estudos empíricos demonstram que paisagens de erro em 

redes profundas possuem propriedades estatísticas que favorecem o aprendizado. Regiões de alta 

dimensão tendem a apresentar vales conectados, platôs extensos e trajetórias contínuas de descida, 

ainda que tais estruturas não sejam imediatamente perceptíveis em projeções bidimensionais [1]. 

Mesmo em um terreno aparentemente irregular, o gradiente médio ao longo da trajetória de 

treinamento tende a apontar para regiões de menor erro. Isso cria o que podemos interpretar como 

corredores de descida — direções privilegiadas que atravessam o ruído geométrico e conectam 
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regiões de alta energia a vales mais profundos. 

Estudos recentes sugerem ainda que mínimos aparentemente distintos podem estar conectados 

por trajetórias de baixa energia, reforçando a ideia de conectividade estrutural na paisagem de erro 

[20, 21]. 

A existência desses caminhos estruturados explica por que o treinamento de redes neurais 

profundas é possível mesmo em paisagens extremamente não convexas. O sistema não depende de 

um relevo simples ou regular, mas explora propriedades estatísticas do espaço de alta dimensão que 

favorecem trajetórias de descida contínua. 

 

2.8.1 Caos aparente, estrutura subjacente 

Apesar da irregularidade visual, estudos empíricos demonstram que paisagens de erro em 

redes profundas possuem propriedades estatísticas que favorecem o aprendizado. 

Regiões de alta dimensão tendem a apresentar vales conectados, platôs ex- tensos e trajetórias 

contínuas de descida, ainda que tais estruturas não sejam imediatamente perceptíveis em projeções 

bidimensionais. 

 

2.8.2 Corredores de descida 

Mesmo em um terreno aparentemente irregular, o gradiente médio ao longo da trajetória de 

treinamento tende a apontar para regiões de menor erro. 

Isso cria o que podemos interpretar como corredores de descida — direções privilegiadas que 

atravessam o ruído geométrico e conectam regiões de alta energia a vales mais profundos. 

Esses corredores não são perfeitamente lineares nem globalmente visíveis, mas emergem da 

estrutura coletiva do espaço de parâmetros. 

 

2.8.3 Aprendizado apesar da complexidade 

A existência desses caminhos estruturados explica por que o treinamento de redes neurais 

profundas é possível mesmo em paisagens extremamente não convexas. 

O sistema não depende de um relevo simples ou regular. Ele explora propriedades estatísticas 

do espaço de alta dimensão que favorecem trajetórias de descida contínua. 

 

2.9 O CAMINHO, NÃO O DESTINO 

Na prática, o treinamento de redes neurais profundas raramente encontra o mínimo global da 

função de erro. 
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O espaço de parâmetros é vasto demais, e a paisagem geométrica é marcada por não 

convexidade, simetrias e regiões de sela. Em vez de convergir para o ponto matematicamente mais 

baixo possível, o processo de otimização tende a estabilizar-se em mínimos locais ou, com maior 

frequência, em regiões amplas e aproximadamente planas onde o erro varia muito pouco [1]. 

Curiosamente, essas regiões planas — frequentemente chamadas de flat minima — estão 

fortemente associadas a melhor capacidade de generalização. Modelos que habitam vales largos 

tendem a ser mais robustos a perturbações nos pesos e, consequentemente, mais estáveis diante de 

dados nunca vistos [6, 7]. 

  

Figura 13: Mínimo Plano (flat), robusto a pequenas perturbações paramétricas e Mínimo Agudo (sharp) na paisagem de 

erro, sensível a pequenas perturbações paramétricas. 

 
Fonte: Autores. 

 

Geometricamente, isso sugere que nem todo mínimo é igualmente desejável. Dois pontos 

podem possuir valores de erro semelhantes no conjunto de treinamento, mas diferir radicalmente em 

sua curvatura local. Regiões estreitas e íngremes representam soluções frágeis; regiões largas e suaves 

representam soluções estruturalmente estáveis. 

Sob essa perspectiva, o treinamento deixa de ser a busca por um único ponto ótimo e passa a 

ser a construção de uma trajetória que conduz o modelo a regiões habitáveis da paisagem do erro. 

Isso sugere uma mudança sutil, mas profunda, na interpretação do aprendizado: o valor do 

caminho percorrido pode ser tão importante quanto o ponto final alcançado. A dinâmica do 

treinamento — o ruído do gradiente, a escolha do otimizador, a ordem dos dados — influencia quais 

regiões do espaço dos pesos se tornam acessíveis ao modelo. 
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Figura 14: Trajetória ruidosa do gradiente Descendente Estocástico. 

 
Fonte: Autores. 

 

Aprender, portanto, não é apenas descer. É descer de uma forma que leve a vales que sejam 

não apenas profundos, mas também amplos, estáveis e generalizáveis. 

 

2.10 TRANSIÇÃO 

Se no primeiro capítulo descrevemos a estrutura do mundo geométrico do erro, e neste 

compreendemos o gradiente como instrumento de orientação local, resta agora investigar um 

elemento igualmente decisivo: o estilo de movimento. 

Saber para onde descer não determina, por si só, como a descida ocorre. Diferentes regras de 

atualização produzem trajetórias profundamente distintas no espaço dos pesos. Algumas conduzem o 

modelo por caminhos suaves e estáveis; outras geram movimentos oscilatórios, difusos ou acelerados. 

A dinâmica do aprendizado não depende apenas da paisagem, mas também da forma como ela é 

percorrida. 

No próximo capítulo, analisaremos como diferentes otimizadores implementam dinâmicas 

específicas de deslocamento/transformando o simples ato de seguir o gradiente em uma diversidade 

de trajetórias geométricas no espaço de milhões de dimensões. 

Ao fazê-lo, veremos que algoritmos de otimização não são apenas ferramentas numéricas, 

mas mecanismos que alteram, de maneira efetiva, a geometria percebida do próprio espaço de 

aprendizado. 
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3 A FUNÇÃO DE ERRO COMO GERADORA DO MUNDO 

3.1 ARQUITETURA, GEOMETRIA E O SENTIDO FÍSICO DO GRADIENTE 

3.1.1 Introdução — O Problema da Imaginação 

Sabemos que redes neurais treinam ajustando pesos em espaços de milhões — por vezes 

bilhões — de dimensões. Sabemos também que esse processo é governado por uma função de erro e 

orientado por seu gradiente. No entanto, existe uma lacuna profunda entre o que compreendemos 

formalmente e aquilo que conseguimos, de fato, imaginar. 

A intuição humana foi moldada em três dimensões. Conseguimos visualizar linhas, planos, 

superfícies e volumes. Conseguimos imaginar montanhas, vales e trajetórias. Mas o espaço no qual 

uma rede neural aprende não é um espaço físico. Trata-se de um espaço matemático de dimensão 

extremamente elevada, no qual cada eixo corresponde a um único parâmetro do modelo. 

Essa discrepância entre formalismo e imaginação cria uma tensão epistemológica central no 

estudo do aprendizado profundo. 

A pergunta que motiva este capítulo é simples, mas conceitualmente profunda: 

Como compreender um espaço que não pode ser visto, desenhado ou integralmente mapeado? 

A resposta não reside em tentar visualizar diretamente esse domínio de alta dimensão, mas em 

investigar suas propriedades geométricas e dinâmicas. Em vez de construir mapas, buscamos leis de 

comportamento: como o erro se organiza, como o gradiente define direções privilegiadas de 

movimento e como a arquitetura da rede molda o relevo desse espaço abstrato de aprendizado. 

Sob essa perspectiva, a função de erro deixa de ser apenas um critério de avaliação numérica. 

Ela passa a ser interpretada como a própria estrutura geradora do ambiente geométrico no qual o 

treinamento ocorre. 

 

3.2 DO PLANO AO HIPERESPAÇO 

Comecemos pelo caminho mais simples possível: o da construção progressiva da geometria 

do erro. 

 

3.2.1 Um peso — uma linha 

Quando o modelo possui apenas um peso w, a função de erro E(w) define uma curva em um 

plano. Cada ponto dessa linha corresponde a uma configuração distinta do modelo. Aprender, nesse 

cenário mínimo, significa deslocar-se ao longo de uma única dimensão, aproximando-se de regiões 

onde o erro assume valores menores. 
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3.2.3 Dois pesos — uma superfície 

Com a introdução de um segundo peso w1, w2, o erro passa a depender de duas variáveis: 

E(w1, w2). O que antes era uma linha transforma-se em uma superfície tridimensional. Surge uma 

topografia: vales, colinas, cristas e depressões. O aprendizado deixa de ser um movimento 

unidimensional e passa a ocorrer sobre um relevo contínuo. 

 

3.2.4 Três pesos — quatro dimensões 

Ao adicionarmos um terceiro peso, a representação geométrica ultrapassa nossa capacidade 

de visualização direta. A função de erro passa a habitar um espaço de quatro dimensões: três 

associadas aos pesos e uma associada ao valor do erro. Não podemos mais desenhar essa superfície 

— apenas observar projeções, cortes ou sombras desse objeto de dimensão superior. 

n pesos — hipersuperfície. 

Em redes neurais reais, o erro assume a forma geral: 

 

E(w1, w2, . . . , wn)                             (16) 

 

Esse objeto já não pode ser interpretado como uma superfície no sentido clássico. Trata-se de 

uma hipersuperfície em n+1 dimensões, cuja estrutura global escapa à visualização humana direta, 

mas pode ser analisada por meio de suas propriedades locais e estatísticas [1]. 

O espaço no qual o aprendizado ocorre deixa de ser um cenário visualizável e passa a ser uma 

entidade matemática abstrata, definida integralmente pela função de erro. 

A partir desse ponto, a geometria deixa de ser algo que podemos desenhar e passa a ser algo 

que só podemos experimentar localmente. O único acesso possível a essa estrutura é indireto — por 

meio do gradiente, que revela, em cada ponto, a inclinação instantânea do relevo de aprendizado. 

 

3.3 A FUNÇÃO DE ERRO COMO GERADORA DO “MUNDO” 

A arquitetura de uma rede neural não apenas determina como os dados fluem pelo modelo. 

De forma mais profunda, ela define a própria geometria do espaço em que o aprendizado ocorre. 

Cada escolha arquitetural — número de camadas, profundidade, tipo de conexão, 

compartilhamento de pesos, mecanismos de atenção, recorrência temporal — introduz restrições, 

simetrias e redundâncias que alteram estruturalmente a forma da função de erro. Ao modificar a 

função de erro, modifica-se simultaneamente o relevo da hipersuperfície que governa o treinamento. 

Nesse sentido, a função de erro deixa de ser apenas um critério numérico de avaliação e passa 
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a operar como uma verdadeira lei geradora de espaço. Ela não mede apenas desempenho — ela define 

a topologia do ambiente no qual o modelo se move. 

É essa estrutura que determina, por exemplo: 

• Onde surgem vales profundos 

• Onde aparecem regiões aproximadamente planas 

• Onde existem pontos de sela e instabilidades 

• Onde trajetórias de descida se tornam mais ou menos acessíveis 

 

Sob essa perspectiva, treinar uma rede neural equivale a explorar um território cuja forma foi, 

em grande medida, desenhada pela própria arquitetura do modelo. 

Arquitetura e otimização não são elementos independentes: a primeira define o relevo; a 

segunda define como esse relevo será percorrido do Plano ao Hiperespaço. 

 

3.3.1 Arquitetura Muda o Relevo 

Diferentes classes de modelos produzem paisagens de erro com estruturas geométricas 

profundamente distintas. A arquitetura não apenas determina capacidade representacional, mas 

também condiciona a topologia e a navegabilidade do espaço de otimização. 

 

3.3.2 Regressão Linear 

Na regressão linear clássica com erro quadrático, a função de erro tende a formar uma 

superfície convexa, semelhante a uma tigela parabólica. Nesse cenário, existe um único mínimo 

global, e o gradiente aponta de forma estável para ele a partir de qualquer posição inicial. O relevo é 

suave, previsível e bem comportado, permitindo convergência garantida por métodos de descida [2]. 

 

3.3.3 Redes Convolucionais (CNNs) 

CNNs introduzem compartilhamento de pesos e estrutura espacial local. Essas propriedades 

geram simetrias na função de erro: múltiplas configurações paramétricas podem produzir 

representações equivalentes. Como consequência, a paisagem tende a apresentar: 

• Vales largos 

• Regiões aproximadamente planas 

• Múltiplos caminhos equivalentes em direção a soluções de baixo erro 

 

Essa redundância estrutural favorece trajetórias de otimização mais estáveis e robustas. 
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3.3.4 Redes Recorrentes (RNNs) 

RNNs introduzem dependência temporal e reutilização iterativa dos mesmos pesos ao longo 

de sequências. Essa recorrência profunda tende a gerar superfícies de erro altamente sensíveis, 

caracterizadas por: 

• Regiões extremamente íngremes (gradientes explosivos) 

• Regiões quase planas (gradientes que desaparecem) 

 

Esses fenômenos, conhecidos como exploding e vanishing gradients, tornam o treinamento 

instável e motivaram o desenvolvimento de arquiteturas como LSTM e GRU [22,23]. 

 

3.3.5 Transformers 

Transformers, baseados em mecanismos de atenção, introduzem elevado grau de flexibilidade 

e redundância representacional. O resultado costuma ser uma paisagem caracterizada por: 

• Múltiplos vales largos 

• Grandes regiões de erro aproximadamente constante 

• Estruturas altamente simétricas no espaço dos parâmetros 

 

Nesses modelos, a geometria favorece soluções que não são únicas, mas pertencem a famílias 

inteiras de configurações funcionalmente equivalentes. 

Sob essa lente, diferentes arquiteturas não apenas aprendem de maneiras distintas — elas 

habitam mundos geométricos estruturalmente diferentes. 

 

3.4 POR QUE ALTA DIMENSÃO MUDA TUDO 

Em espaços de baixa dimensão, mínimos, máximos e pontos intermediários são relativamente 

fáceis de classificar e visualizar. Em alta dimensão, entretanto, a geometria sofre uma transformação 

qualitativa profunda [16]. 

 

3.4.1 Pontos de Sela 

Um ponto de sela é uma configuração que se comporta como mínimo em algumas direções e 

como máximo em outras. Em espaços de alta dimensionalidade, esses pontos tornam-se 

significativamente mais frequentes do que mínimos ou máximos estritos. Evidências teóricas e 

empíricas indicam que, durante o treinamento de redes profundas, a dinâmica de otimização 

frequentemente atravessa regiões próximas a pontos de sela, que representam obstáculos mais 
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relevantes do que mínimos locais isolados [Dauphin et al., 2014.]. 

 

3.4.2 Vales Largos 

Um vale largo corresponde a uma região extensa do espaço dos pesos onde o erro permanece 

aproximadamente constante. Diferentemente de mínimos pontuais, esses vales ocupam volumes 

inteiros da hipersuperfície. Eles permitem que múltiplos conjuntos de pesos produzam desempenho 

semelhante, criando redundância funcional no modelo. 

 

3.4.3 Generalização 

Há evidências substanciais de que soluções localizadas em vales largos tendem a generalizar 

melhor do que soluções em vales estreitos. Geometricamente, isso implica que pequenas perturbações 

nos pesos não resultam em aumentos abruptos do erro [6, 7]. 

 

3.4.4 Mínimos “Bons o Suficiente” 

Em redes profundas, o objetivo raramente é encontrar o mínimo global absoluto. O objetivo 

prático é alcançar regiões estáveis, amplas e robustas, nas quais o modelo apresenta desempenho 

consistente mesmo diante de dados nunca observados. A noção de otimalidade torna-se, portanto, 

geométrica e estatística, e não puramente analítica. 

 

3.5 GRADIENTE COMO “SENTIDO FÍSICO” 

O gradiente pode ser interpretado como uma forma de sentido físico abstrato que a rede neural 

possui. 

Ela não “vê” a paisagem completa da função de erro. Ela não dispõe de um mapa global do 

espaço dos pesos. Ela não sabe onde se encontra o mínimo global. Seu único acesso ao relevo do 

aprendizado é local. 

Em cada ponto do espaço paramétrico, o gradiente fornece uma medida instantânea da 

inclinação da função de erro — indicando em quais direções o erro cresce mais rapidamente e, por 

oposição, para onde ele diminui. 

Esse mecanismo é estritamente local, mas suas consequências são globais. A partir de decisões 

baseadas apenas em informações diferenciais imediatas, o modelo constrói uma trajetória que 

atravessa regiões vastas de uma hiper- superfície de dimensão extremamente elevada. O 

comportamento emergente do treinamento surge, portanto, da integração cumulativa de infinitas 

decisões locais orientadas pelo gradiente [1]. 
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Sob essa perspectiva, o gradiente atua como um sentido geométrico fundamental: não revela 

o mundo inteiro, mas permite que o sistema se oriente dentro dele. 

 

3.6 CONEXÃO COM A FÍSICA: FORÇA, CAMPO E ENERGIA 

Existe uma analogia estrutural profunda entre aprendizado por gradiente e sistemas físicos 

clássicos descritos pela mecânica newtoniana e pela teoria de campos. 

 

3.6.1 Energia 

A função de erro pode ser interpretada como uma forma de energia potencial definida sobre o 

espaço dos parâmetros. Configurações de pesos associadas a erros elevados correspondem a estados 

de alta energia, enquanto configurações de baixo erro representam estados energeticamente estáveis. 

 

3.6.2 Campo 

O gradiente da função de erro define um campo vetorial contínuo no espaço dos pesos: 

 

∇E(w)                                          (17) 

 

Em cada ponto desse espaço, o vetor gradiente indica a direção de maior crescimento da 

“energia”. 

 

3.6.3 Força 

A dinâmica de atualização dos pesos ocorre na direção oposta ao gradiente: 

 

∆w ∝ −∇E(w)                             (18) 

 

Essa relação é formalmente análoga à equação fundamental da mecânica clássica que 

relaciona força e energia potencial: 

 

F⃗ = −∇U                                    (19) 

 

Sob essa interpretação, treinar uma rede neural equivale a simular a dinâmica de uma partícula 

que se move em um campo de energia abstrato, buscando estados de menor energia potencial [?]. 
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3.7 COMO ISSO DEFINE ALTURA, CURVATURA, VALES E SELAS 

A analogia física permite interpretar propriedades geométricas da função de erro em termos 

estruturais bem definidos. 

 

3.7.1 Altura 

A altura de um ponto no espaço dos pesos é dada diretamente pelo valor da função de erro: 

 

Altura = E(w)                                         (20) 

 

Ela define o nível energético da configuração paramétrica atual. 

 

3.7.2 Curvatura 

A curvatura descreve como o erro varia quando nos movemos em diferentes direções no 

espaço dos parâmetros. Formalmente, ela é capturada pela matriz Hessiana: 

 

∂2E Hij = ∂w ∂w                                    (21) 

 

Regiões de alta curvatura indicam sensibilidade extrema a pequenas variações nos pesos. 

Regiões de baixa curvatura indicam estabilidade geométrica e robustez funcional [3]. 

 

3.7.3 Vales 

Vales correspondem a regiões de baixa energia onde o erro permanece reduzido ao longo de 

múltiplas direções. Em alta dimensão, esses vales frequentemente formam volumes extensos — 

famílias contínuas de soluções equivalentes que produzem desempenho semelhante. 

 

3.7.4 Selas 

Pontos de sela são configurações nas quais a curvatura é positiva em algumas direções e 

negativa em outras. Em espaços de alta dimensão, eles dominam a topologia da função de erro, 

desempenhando papel central na dinâmica do treinamento [?]. 

 

3.8 TRANSIÇÃO 

Se no primeiro capítulo descrevemos o mundo e, no segundo, introduzimos a bússola que 

permite senti-lo localmente, agora compreendemos que a própria arquitetura da rede desenha o 

terreno e que a função de erro atua como um campo físico que governa o movimento. 
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Resta, então, investigar como diferentes regras de movimento — os otimizadores — 

interagem com esse relevo, moldando as trajetórias percorridas nesse universo de milhões de 

dimensões. 

No próximo capítulo, analisaremos como métodos como Momentum, RMS- Prop e Adam não 

apenas aceleram o aprendizado, mas efetivamente deforma a geometria percebida do espaço dos 

pesos. 

 

4 OTIMIZADORES COMO GEOMETRIA 

4.1 COMO REGRAS DE MOVIMENTO DEFORMAM O ESPAÇO DOS PESOS 

4.1.1 Introdução — Do Caminhar ao Deslizar 

Até aqui, tratamos o gradiente como uma bússola: um mecanismo que indica, em cada ponto, 

a direção local de maior inclinação da função de erro. No entanto, uma bússola, por si só, não 

determina como um viajante se move. 

Caminhar, correr, deslizar ou rolar produzem trajetórias profundamente distintas, mesmo 

quando a direção é idêntica. 

No contexto do aprendizado de máquina, essa escolha de estilo de movimento é implementada 

pelos otimizadores. Eles não apenas definem o tamanho do passo dado na direção do gradiente, mas 

também alteram a dinâmica do deslocamento ao longo da paisagem de erro. 

De forma mais profunda, um otimizador modifica a própria geometria efetiva percebida pelo 

modelo durante o treinamento. Ao introduzir memória temporal, reescala adaptativa ou suavização 

do gradiente, ele deforma o relevo da hipersuperfície sob a qual o movimento ocorre. 

Nesse sentido, um otimizador pode ser interpretado como um mecanismo geométrico 

dinâmico: uma regra de movimento que não apenas segue o terreno, mas altera a forma como esse 

terreno é experienciado pelo sistema [13]. 

 

4.2 O GRADIENTE PURO COMO MOVIMENTO EUCLIDIANO 

O gradiente descendente clássico segue a regra de atualização: 

 

w(t+1) = w(t) − η ∇E(w(t))                                    (22) 

 

Onde η representa a taxa de aprendizado e E o gradiente da função de erro no ponto atual do 

espaço dos pesos. 

Embora essa equação pareça puramente algorítmica, ela carrega uma suposição geométrica 
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implícita profunda: assume-se que o espaço dos parâmetros é dotado de uma métrica euclidiana 

simples. 

Sob essa métrica: 

• Todas as direções são tratadas de maneira equivalente 

• A noção de distância é uniforme 

• Um mesmo deslocamento possui o mesmo significado geométrico em qualquer orientação 

 

Geometricamente, isso equivale a afirmar que o movimento ocorre em um espaço isotrópico, 

onde cada passo possui a mesma escala e relevância independentemente da direção considerada. 

No entanto, essa suposição raramente se sustenta em redes neurais profundas. Devido a 

correlações entre parâmetros, simetrias estruturais e variações extremas de curvatura da função de 

erro, o espaço efetivo de aprendizado apresenta anisotropias marcantes. Algumas direções 

correspondem a variações rápidas do erro, enquanto outras produzem mudanças quase imperceptíveis 

[3]. 

Nessas condições, o movimento euclidiano puro torna-se ineficiente: passos uniformes podem 

ser excessivos em direções íngremes e insuficientes em regiões planas, levando a oscilações ou 

lentidão na convergência. 

Essa limitação abre caminho para métodos que modificam a métrica efetiva do espaço dos 

pesos, introduzindo dinâmicas de movimento adaptativas capazes de alinhar o deslocamento à 

geometria local da paisagem de erro. 

 

4.3 MOMENTUM — A INTRODUÇÃO DA INÉRCIA 

O método de Momentum modifica a regra de movimento do gradiente descendente ao 

introduzir uma variável de estado que acumula informações sobre gradientes passados. 

Em sua forma clássica, a dinâmica pode ser escrita como: 

 

v(t+1) = β v(t) + ∇E(w(t))                                    (23) 

 

w(t+1) = w(t) − η v(t+1)                                      (24) 

 

Onde v representa um vetor auxiliar de atualização e β [0, 1) controla o grau de memória do 

sistema. 

Sob uma interpretação geométrica, o vetor v pode ser compreendido como uma forma de 

velocidade no espaço dos pesos. Em vez de reagir apenas à inclinação local instantânea, o movimento 
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passa a incorporar uma componente histórica, acumulando direções de descida recorrentes ao longo 

do tempo. 

Esse mecanismo introduz um efeito análogo à inércia em sistemas físicos: 

• Direções de descida consistentes são progressivamente amplificadas 

• Oscilações em direções de alta curvatura são amortecidas 

 

Do ponto de vista da paisagem de erro, essa dinâmica altera qualitativamente a trajetória de 

otimização. Regiões caracterizadas por vales estreitos e alongados — onde o gradiente puro tende a 

oscilar transversalmente — passam a ser atravessadas com maior estabilidade e eficiência. 

A trajetória deixa de ser um zigue-zague local guiado exclusivamente pela inclinação 

instantânea e passa a assumir um comportamento suavizado, orientado por uma média temporal das 

direções de descida. 

Sob essa perspectiva, o método de Momentum não apenas acelera a convergência, mas 

modifica a própria geometria efetiva do movimento, permitindo que o sistema atravesse estruturas 

anisotrópicas da paisagem de erro com maior fluidez [?]. 

 

4.4 RMSPROP — REESCALANDO O TERRENO 

O algoritmo RMSProp introduz uma adaptação local da escala dos passos de otimização, 

ajustando dinamicamente a magnitude das atualizações em cada direção do espaço dos pesos. 

Seu princípio central consiste em manter uma média móvel exponencial dos quadrados dos 

gradientes: 

 

s(t+1) = ρ s(t) + (1 − ρ) (∇E(w(t)))2                                    (25) 

 

Onde o quadrado é aplicado elemento a elemento e ρ [0, 1) controla o decaimento da memória 

estatística. 

A atualização dos parâmetros passa então a ser dada por: 

 

w(t+1) = w(t)η                                                                   (26) 

 

√s(t+1) + ϵ ∇E(w)                                                              (27) 

 

Esse mecanismo opera como uma forma de normalização adaptativa do gradiente, ajustando 
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automaticamente a escala efetiva do movimento em cada dimensão. 

Direções nas quais os gradientes historicamente apresentam grandes magnitudes são 

atenuadas, reduzindo a amplitude das atualizações. Em contrapartida, direções associadas a 

gradientes sistematicamente pequenos são amplificadas, permitindo avanços mais expressivos em 

regiões de baixa inclinação. 

Sob uma interpretação geométrica, o RMSProp realiza uma re-escalagem anisotrópica do 

espaço dos parâmetros. O terreno de aprendizado deixa de ser isotrópico e passa a sofrer deformações 

locais dependentes da estatística acumulada do gradiente. 

Direções caracterizadas por descidas abruptas tornam-se efetivamente “mais curtas”, 

mitigando oscilações instáveis. Direções planas tornam-se “mais longas”, facilitando a travessia de 

regiões onde o gradiente puro produziria deslocamentos mínimos. 

Nessa perspectiva, a paisagem do erro deixa de ser rígida e passa a comportar- se como um 

meio elástico, cuja métrica local se adapta continuamente à dinâmica do processo de otimização [12]. 

 

4.5 ADAM — GEOMETRIA COM MEMÓRIA 

O algoritmo Adam (Adaptive Moment Estimation) combina, de forma integrada, os 

mecanismos introduzidos por Momentum e RMSProp, produzindo uma dinâmica de otimização que 

incorpora simultaneamente memória temporal e reescala adaptativa do gradiente. 

O método mantém duas estimativas móveis associadas à estatística dos gradientes: 

• O primeiro momento — correspondente à média dos gradientes 

• O segundo momento — correspondente à média dos gradientes ao quadrado 

 

Formalmente, essas quantidades são atualizadas segundo: 

 

m(t+1) = β1 m(t) + (1 − β1) ∇E(w(t))                                                              (28) 

 

v(t+1) = β2 v(t) + (1 − β2) (∇E(w(t)))2                                                            (29) 

 

Como ambas as estimativas são inicializadas em zero, aplica-se uma correção de viés para 

compensar o efeito das primeiras iterações: 

 

                                                  (30) 
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A atualização final dos parâmetros é então dada por: 

   

                                             (31) 

 

Do ponto de vista geométrico, o Adam induz uma dinâmica na qual o espaço dos pesos é 

simultaneamente: 

• Suavizado temporalmente, por meio da acumulação direcional dos gradientes 

• Reescalado localmente, de acordo com a variância observada em cada dimensão 

 

O movimento resultante deixa de depender apenas da inclinação instantânea da paisagem de 

erro. Ele passa a ser condicionado tanto pela memória histórica das direções de descida quanto pela 

estrutura estatística da variabilidade local do gradiente. 

Sob essa perspectiva, a trajetória de treinamento ocorre em um espaço cuja geometria efetiva 

é continuamente ajustada ao longo do tempo, refletindo simultaneamente tendências de movimento 

passadas e propriedades locais do relevo de otimização [11]. 

 

4.6 BACIAS DE ATRAÇÃO E SELEÇÃO DE SOLUÇÕES 

Otimizadores não apenas determinam a velocidade com que o erro diminui ao longo do 

treinamento. Eles influenciam profundamente quais regiões do espaço dos pesos são efetivamente 

acessíveis durante a dinâmica de aprendizado. 

Do ponto de vista geométrico, a função de erro pode ser decomposta em múltiplas bacias de 

atração — regiões do espaço paramétrico nas quais trajetórias de descida tendem a convergir para um 

mesmo conjunto de soluções. 

Cada bacia apresenta propriedades estruturais distintas, tais como: 

• Profundidade energética 

• Largura geométrica 

• Curvatura média 

• Estabilidade a perturbações paramétricas 

 

A dinâmica induzida pelo otimizador atua, portanto, como um mecanismo de navegação que 

altera a acessibilidade relativa dessas regiões. 

Certos métodos favorecem a exploração de: 
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• Vales largos 

• Regiões aproximadamente planas 

• Soluções robustas a ruído nos parâmetros 

 

Outros, por sua vez, podem conduzir mais rapidamente a: 

• Vales estreitos 

• Mínimos de alta curvatura 

• Soluções fortemente ajustadas ao conjunto de treinamento 

 

Sob essa perspectiva, a escolha do otimizador atua como um verdadeiro princípio de seleção 

geométrica. Ele não apenas regula a taxa de convergência, mas influencia qualitativamente o tipo de 

solução que emerge do processo de otimização. 

Evidências empíricas indicam, por exemplo, que métodos baseados em gradiente estocástico 

com ruído inerente favorecem a convergência para mínimos mais planos, frequentemente associados 

a melhor capacidade de generalização [7, 8]. 

 

4.7 LIMITES DA METÁFORA 

Embora a analogia geométrica ofereça uma linguagem poderosa para interpretar o 

aprendizado de máquina, ela apresenta limites conceituais importantes que precisam ser 

explicitamente reconhecidos. 

O espaço dos pesos não constitui um espaço físico no sentido tradicional. Ele não possui, 

necessariamente: 

• Uma métrica intrínseca fixa e universal 

• Leis de conservação associadas 

• Dinâmicas governadas por princípios físicos fundamentais 

 

A geometria descrita ao longo deste trabalho deve, portanto, ser compreendida como uma 

geometria computacional — emergente das escolhas algo- rítmicas que estruturam o processo de 

aprendizado. Funções de perda, arquiteturas de rede, esquemas de regularização e regras de 

otimização contribuem conjuntamente para a forma efetiva desse espaço. 

Nesse contexto, não existe uma paisagem única e objetiva. O relevo da função de erro depende 

da representação paramétrica adotada, das transformações aplicadas aos dados e até da métrica 

implícita introduzida pelo otimizador. 
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Ainda assim, essa estrutura metafórica possui um papel epistemológico relevante. Ela fornece 

uma linguagem unificada capaz de explicar por que diferentes algoritmos de otimização produzem 

trajetórias qualitativamente distintas, mesmo quando aplicados à mesma arquitetura e ao mesmo 

conjunto de dados. 

A metáfora geométrica não constitui uma descrição literal de um processo físico, mas um 

instrumento conceitual que torna inteligível a interação complexa entre: 

• A topologia da função de erro 

• A dinâmica induzida pelos otimizadores 

• Os critérios de seleção de soluções 

 

Seu valor reside menos em sua correspondência ontológica com o mundo físico e mais em sua 

capacidade de organizar, integrar e comunicar fenômenos de alta complexidade sob uma estrutura 

interpretativa coerente. 

 

4.8 TRANSIÇÃO 

Se a função de erro define o mundo e os otimizadores determinam como esse mundo é 

percebido e atravessado, resta examinar o papel do terceiro elemento fundamental do aprendizado: 

os dados. 

Até aqui, tratamos a paisagem de erro como uma estrutura geométrica abstrata, cuja forma é 

governada principalmente pela arquitetura da rede e pela dinâmica de otimização. No entanto, essa 

paisagem não existe de maneira autônoma. Ela emerge diretamente da interação entre o modelo 

paramétrico e a distribuição estatística dos dados sobre a qual ele é treinado. 

Sob essa perspectiva, os dados atuam como uma espécie de força estruturante externa. Eles 

não apenas alimentam o processo de aprendizado, mas efetivamente moldam o relevo da função de 

erro. Alterações na distribuição de treinamento — seja por viés amostral, ruído, desbalanceamento ou 

mudança de domínio — podem deformar a topologia da hipersuperfície, modificando a posição de 

vales, criando novos mínimos ou tornando regiões inteiras do espaço paramétrico inacessíveis. 

Assim, a geometria do aprendizado não é determinada apenas pelo modelo ou pelo algoritmo 

de otimização, mas pela interação entre três elementos inseparáveis: 

• A arquitetura que define o espaço de hipóteses 

• A função de erro que define o relevo 

• A distribuição de dados que esculpe esse relevo 
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No próximo capítulo, investigaremos como a distribuição estatística dos dados influencia a 

geometria do aprendizado — moldando não apenas a forma da paisagem de erro, mas também as 

trajetórias que se tornam possíveis dentro dela. 

 

5 DADOS COMO FORÇA EXTERNA 

5.1 COMO A DISTRIBUIÇÃO DOS EXEMPLOS ESCULPE A PAISAGEM DO ERRO 

5.1.1 Introdução — O Terreno Não é Neutro 

Até aqui, tratamos a função de erro como o mundo no qual o aprendizado ocorre e os 

otimizadores como as regras de movimento que governam a travessia desse espaço. No entanto, falta 

um terceiro elemento fundamental nessa geometria: os dados. 

Os dados não são apenas o objeto que a rede tenta modelar. Eles atuam como uma força 

externa que molda ativamente o relevo da paisagem de erro. Cada exemplo de treinamento introduz 

restrições adicionais no espaço dos pesos, deformando a hipersuperfície de aprendizado. 

Sob essa perspectiva, o erro não é uma entidade fixa definida apenas pela arquitetura ou pela 

função de perda escolhida. Ele emerge da interação entre o modelo e a distribuição empírica dos 

dados. 

Formalmente, a função de erro pode ser expressa como a média das perdas individuais 

associadas a cada observação: 

 

                                            (32) 

  

Essa formulação revela que a geometria global da paisagem é construída como uma 

superposição das contribuições locais introduzidas por cada exemplo. 

Cada nova amostra exerce uma espécie de “tensão geométrica” sobre o espaço paramétrico: 

• Puxando vales em direção a configurações que explicam bem aquele exemplo 

• Elevando colinas em regiões onde o erro permanece alto 

• Alterando curvaturas locais da superfície 

 

Assim, o mundo no qual a rede aprende não é estático. Ele é continuamente esculpido pelo 

conjunto de dados que alimenta o processo de treinamento. A paisagem do erro é, em última instância, 

uma construção coletiva produzida pela soma das influências exercidas por cada observação 
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disponível [4]. 

 

5.2 DISTRIBUIÇÃO COMO CAMPO DE FORÇA 

Considere que a função de erro global é construída como uma agregação das perdas 

individuais associadas a cada exemplo do conjunto de treinamento. Em sua forma empírica mais 

comum, ela pode ser escrita como: 

 

                                         (33) 

  

Onde ℓ representa a função de perda associada a cada observação. 

Sob essa formulação, cada amostra introduz uma contribuição local à geometria da paisagem 

de erro. Individualmente, essas contribuições podem ser vistas como pequenas deformações — 

microcurvaturas que alteram a topologia da hipersuperfície paramétrica. 

Quando combinadas em larga escala, milhões de observações produzem um efeito coletivo: 

um campo de força estatístico que orienta o movimento dos pesos durante o treinamento. 

Se a distribuição dos dados for aproximadamente equilibrada, esse campo tende a ser 

relativamente suave e isotrópico, favorecendo trajetórias de aprendizado estáveis. 

Por outro lado, distribuições enviesadas introduzem assimetrias geométricas: 

• Certas direções tornam-se mais inclinadas 

• Alguns vales tornam-se mais profundos 

• Regiões inteiras do espaço paramétrico tornam-se mais ou menos acessíveis 

 

Nessas condições, o aprendizado passa a ser puxado preferencialmente para regiões que 

refletem os padrões dominantes presentes nos dados. 

Assim, a geometria da paisagem do erro não é apenas uma propriedade da arquitetura ou da 

função de perda. Ela carrega, de forma implícita, a assinatura estatística da distribuição que a gerou 

— uma marca estrutural deixada pela frequência, diversidade e correlação dos exemplos de 

treinamento [4]. 

 

5.3 RUÍDO COMO RUGOSIDADE GEOMÉTRICA 

Nenhum conjunto de dados real é perfeitamente limpo. Toda base empírica carrega algum 
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grau de ruído: medições imprecisas, rótulos incorretos, variabilidade intrínseca dos fenômenos 

observados ou limitações do processo de coleta. 

Sob a perspectiva geométrica adotada neste trabalho, o ruído manifesta-se como uma forma 

de rugosidade na superfície do erro. 

Em vez de um vale suave e contínuo, a paisagem passa a exibir irregularidades locais, tais 

como: 

• Ondulações de pequena escala 

• Microvales e picos rasos 

• Variações abruptas de curvatura 

 

Essas estruturas emergem da contribuição inconsistente que exemplos ruidosos introduzem na 

função de perda agregada. Cada observação com erro estatístico elevado adiciona uma deformação 

local à hipersuperfície paramétrica, alterando sua geometria de forma granular. 

A presença dessa irregularidade pode produzir efeitos aparentemente opostos sobre a dinâmica 

de aprendizado: 

• Pode dificultar a descida do gradiente, aprisionando trajetórias em míni- mos locais rasos ou 

regiões de curvatura instável 

• Pode atuar como uma forma de regularização implícita, impedindo que o modelo se ajuste 

excessivamente a trajetórias estreitas e altamente espe- cíficas 

 

Nesse segundo caso, o ruído introduz uma espécie de “granularidade geométrica” que 

favorece soluções mais estáveis. Regiões extremamente especializadas tornam-se menos acessíveis, 

enquanto trajetórias que conduzem a vales mais amplos permanecem energeticamente favorecidas. 

Sob essa perspectiva, o ruído não deve ser interpretado apenas como um obstáculo ao 

aprendizado. Ele compõe parte da própria estrutura estatística que molda a robustez das soluções 

encontradas [8, 10]. 

 

5.4 REGULARIZAÇÃO COMO FORÇA DE SUAVIZAÇÃO 

Técnicas de regularização introduzem termos adicionais na função de erro, modificando 

diretamente a estrutura geométrica da paisagem de aprendizado. 

De forma geral, a função de erro regularizada pode ser escrita como: 

 

Ereg(w) = Edata(w) + λ Ω(w)                                         (34) 
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Onde Edata representa o erro empírico associado aos dados, Ω(w) é o termo de regularização 

e λ controla a intensidade dessa influência adicional. 

Diferentemente do termo empírico, que emerge diretamente da distribuição de treinamento, a 

regularização expressa preferências geométricas sobre o tipo de solução desejada no espaço dos 

pesos. 

Essas preferências não correspondem a exemplos observados, mas a restrições estruturais 

impostas ao modelo — critérios adicionais que orientam o processo de otimização para regiões 

consideradas mais desejáveis sob determinadas noções de simplicidade ou estabilidade. 

Por exemplo: 

• Penalizações sobre a magnitude dos pesos, como na regularização L2, tendem a favorecer 

soluções de norma reduzida, achatando regiões de alta curvatura e ampliando vales estreitos 

• Penalizações esparsas, como na regularização L1, induzem soluções concentradas, 

introduzindo descontinuidades locais que alteram a topologia da superfície de erro. 

 

Geometricamente, a regularização atua como uma força de suavização aplicada à paisagem 

de erro. Ela reduz irregularidades extremas, atenua curvaturas abruptas e favorece regiões mais 

amplas e estáveis do espaço paramétrico. Sob essa perspectiva, regularizar um modelo equivale a 

modificar o relevo do mundo no qual ele aprende. Não apenas buscamos mínimos de erro — 

buscamos mínimos que satisfaçam critérios adicionais de simplicidade estrutural, robustez 

paramétrica e estabilidade estatística [1]. 

 

5.5 DATA AUGMENTATION COMO EXPANSÃO DO MUNDO 

Técnicas de data augmentation não apenas ampliam o número efetivo de exemplos disponíveis 

para o treinamento. Elas modificam estruturalmente a própria geometria da paisagem de erro. 

Ao introduzir variações sistemáticas dos mesmos dados — rotações, translações, mudanças 

de escala, ruído ou transformações semânticas — múltiplas restrições adicionais passam a atuar sobre 

regiões próximas do espaço dos pesos. 

Cada transformação pode ser interpretada como um novo termo contribuinte à função de perda 

empírica, criando forças geométricas adicionais que convergem em torno de soluções invariantes a 

essas perturbações. 

Esse efeito coletivo tende a produzir: 

• Vales mais largos 

• Superfícies de erro mais suaves 
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• Regiões paramétricas mais simétricas e estáveis 

 

Sob essa perspectiva, a augmentação atua como um mecanismo de expansão e espessamento 

do mundo de aprendizado. Regiões que anteriormente correspondiam a soluções pontuais tornam-se 

volumes estáveis, mais fáceis de serem alcançados e habitados durante o processo de otimização. 

Geometricamente, a paisagem do erro deixa de favorecer configurações altamente específicas 

e passa a privilegiar soluções robustas a transformações estruturais dos dados. Em vez de ajustar-se 

a exemplos individuais, o modelo passa a ajustar-se a famílias inteiras de variações equivalentes [15]. 

 

5.6 GENERALIZAÇÃO COMO ESTABILIDADE GEOMÉTRICA 

Tradicionalmente, a capacidade de generalização é definida como o desempenho de um 

modelo em dados que não fizeram parte do conjunto de treinamento. Sob essa definição, um modelo 

generaliza bem quando mantém baixo erro preditivo diante de novas amostras extraídas da mesma 

distribuição estatística. 

Na perspectiva geométrica adotada neste trabalho, a generalização pode ser reinterpretada 

como uma propriedade de estabilidade da solução no espaço dos pesos. 

Considere uma configuração paramétrica w obtida ao final do treinamento. Pequenas 

perturbações nessa configuração podem ser representadas como: 

 

w = w+δ                                               (35) 

 

Onde δ representa uma variação de pequena magnitude. Se tais perturbações produzem 

variações igualmente pequenas na função de erro, 

 

E(w+δ)≈E(w)                                         (36) 

 

Então a solução encontra-se em uma região geometricamente estável da paisagem de erro. 

Sob essa interpretação: 

• Soluções localizadas em vales largos são robustas a perturbações paramétricas 

• Soluções em vales estreitos são altamente sensíveis a pequenas variações 

 

Modelos que convergem para regiões amplas e planas tendem a preservar desempenho mesmo 

quando submetidos a ruído, variações de inicialização ou mudanças moderadas na distribuição dos 

dados. 
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Por outro lado, soluções confinadas em mínimos de alta curvatura exibem forte dependência 

de configurações específicas dos pesos, degradando rapidamente quando expostas a novos exemplos. 

Sob essa perspectiva, generalizar bem equivale a habitar uma região do espaço paramétrico 

que seja: 

• Ampla 

• Suave 

• Estruturalmente estável 

 

Essa interpretação geométrica encontra suporte empírico em estudos que relacionam mínimos 

planos à capacidade de generalização em redes profundas [6, 7]. 

 

5.7 DATA AUGMENTATION COMO EXPANSÃO DO MUNDO 

Técnicas de data augmentation não apenas ampliam o número efetivo de exemplos disponíveis 

para o treinamento. Elas modificam estruturalmente a geometria da paisagem de erro na qual o 

processo de aprendizado ocorre. 

Ao introduzir variações sistemáticas dos mesmos dados — rotações, translações, ruído, 

mudanças de escala ou transformações semânticas — múltiplas restrições geométricas passam a atuar 

sobre regiões próximas do espaço dos pesos. 

Formalmente, podemos interpretar o erro empírico sob augmentation como uma expectativa 

sobre transformações T pertencentes a um conjunto de perturbações admissíveis: 

 

Eaug(w) = ET ∼T ℓ(f(T (x); w), y)                                         (37) 

 

Onde T representa a distribuição de transformações aplicadas aos dados. Cada transformação 

adiciona uma nova contribuição à função de erro, criando um conjunto de “forças locais” que 

convergem em torno de soluções invariantes a essas perturbações. 

O efeito agregado tende a produzir: 

• Vales geometricamente mais largos 

• Superfícies de erro mais suaves 

• Regiões paramétricas mais simétricas 

 

Geometricamente, a augmentação pode ser interpretada como um processo de expansão e 

espessamento do mundo de aprendizado. Regiões que antes correspondiam a soluções pontuais 
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tornam-se volumes estáveis, mais fáceis de serem alcançados e habitados durante o treinamento. 

Sob essa perspectiva, augmentation não apenas fornece mais dados — ela redefine a topologia 

efetiva da paisagem do erro, favorecendo soluções robustas a variações estruturais dos exemplos. 

Esse efeito está intimamente ligado ao aprendizado de invariâncias: ao impor que o modelo 

produza saídas consistentes sob transformações do espaço de entrada, a augmentação restringe a 

dinâmica de otimização a subespaços paramétricos mais estáveis e generalizáveis [15, ?]. 

 

5.8 MINI-BATCHES E FLUTUAÇÃO DO CAMPO 

Na prática, o gradiente raramente é calculado sobre a totalidade do conjunto de dados. Em vez 

disso, utiliza-se uma estimativa baseada em subconjuntos amostrais, os chamados mini-batches. 

Formalmente, o gradiente estocástico pode ser escrito como: 

 

                        (38) 

 

Onde  representa um mini-batch de tamanho B. 

Essa estimativa difere, a cada iteração, do gradiente verdadeiro calculado sobre toda a 

distribuição empírica. Cada subconjunto de dados produz uma inclinação ligeiramente distinta da 

paisagem de erro, introduzindo variações locais na dinâmica de atualização paramétrica. 

Sob a interpretação geométrica adotada neste trabalho, isso implica que o campo de força que 

orienta o movimento dos pesos não é estático, mas sofre flutuações contínuas ao longo do 

treinamento. 

A trajetória de aprendizado passa, assim, a incorporar uma componente estocástica 

caracterizada por: 

• Vibrações locais na direção de descida 

• Desvios temporários da trajetória média 

• Difusão paramétrica ao longo da paisagem de erro 

 

Essas flutuações não constituem apenas ruído algorítmico indesejado. Elas desempenham um 

papel funcional na dinâmica de otimização. A presença de variação estocástica pode permitir que o 

sistema: 

• Escape de mínimos locais rasos 

• Atravesse regiões de sela 
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• Explore bacias de atração mais amplas 

 

Sob certas condições, o gradiente estocástico pode ser modelado como a discretização de uma 

equação diferencial estocástica, aproximando dinâmicas do tipo difusão térmica em campos de 

energia de alta dimensão [9, ?]. 

Nessa leitura, o treinamento por mini-batches deixa de ser apenas um compromisso 

computacional e passa a atuar como um mecanismo intrínseco de exploração geométrica da paisagem 

de erro. 

 

5.9 TRANSIÇÃO 

Se a função de erro define a estrutura do espaço de aprendizado, e os otimizadores determinam 

como esse espaço é percorrido, resta examinar o papel do terceiro elemento fundamental da dinâmica 

de treinamento: os dados. 

Até aqui, tratamos a paisagem de erro como uma entidade geométrica abstrata, cuja forma era 

governada principalmente pela arquitetura do modelo e pelas regras de otimização empregadas. No 

entanto, essa paisagem não existe de maneira autônoma. Ela emerge diretamente da interação entre o 

modelo parametrizado e a distribuição empírica sobre a qual é ajustado. 

Sob essa perspectiva, os dados não atuam apenas como alvos de ajuste estatístico. Eles 

funcionam como uma força externa que deforma continuamente a hipersuperfície de erro. Cada 

observação introduz restrições adicionais no espaço dos parâmetros, alterando curvaturas locais, 

deslocando vales e redefinindo regiões de estabilidade. 

Mudanças na distribuição de treinamento podem, portanto: 

• Deslocar mínimos existentes 

• Criar novas bacias de atração 

• Eliminar trajetórias de descida anteriormente acessíveis 

 

A geometria do aprendizado não é, assim, uma propriedade exclusiva da arquitetura ou do 

algoritmo de otimização. Ela é uma construção conjunta que reflete a estrutura estatística dos dados 

disponíveis. 

No próximo capítulo, investigaremos como a distribuição empírica atua como um agente 

geométrico ativo — moldando não apenas a forma da paisagem de erro, mas também as trajetórias 

dinâmicas que se tornam possíveis no espaço de parâmetros durante o processo de treinamento. 
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6 INCERTEZA, PROBABILIDADE E MUNDOS POSSÍVEIS 

6.1 A VISÃO BAYESIANA DA PAISAGEM DO ERRO 

6.1.1 Introdução — Um Mundo que Não é Único 

Até aqui, tratamos a paisagem do erro como uma entidade geométrica singular: uma 

hipersuperfície definida pela função de perda, moldada pela arquitetura, esculpida pelos dados e 

percorrida pelos algoritmos de otimização. 

Sob essa perspectiva, o aprendizado consistia em localizar um ponto privilegiado nesse espaço 

— uma configuração paramétrica capaz de minimizar o erro observado. 

Entretanto, essa visão carrega uma suposição implícita: a de que existe um único modelo 

“correto” a ser encontrado. 

A abordagem bayesiana rompe com essa premissa. Em muitos cenários, especialmente sob 

regimes de dados finitos ou ruidosos, não existe um único mundo geométrico compatível com as 

observações. Existe, em vez disso, uma família de mundos possíveis, cada qual correspondente a uma 

hipótese distinta sobre o processo gerador dos dados. 

A incerteza surge, então, como um novo eixo conceitual do aprendizado. A questão deixa de 

ser apenas: 

Onde estamos no espaço dos pesos? e passa a incluir: Quão confiantes estamos nessa 

localização? 

 

6.2 PESOS COMO VARIÁVEIS ALEATÓRIAS 

Na formulação clássica do treinamento de redes neurais, os parâmetros do modelo são tratados 

como quantidades determinísticas a serem estimadas por otimização. 

A inferência bayesiana propõe uma mudança ontológica profunda: os pesos passam a ser 

modelados como variáveis aleatórias. 

Em vez de buscar um único vetor w, buscamos uma distribuição de probabilidade definida 

sobre todo o espaço paramétrico: 

 

P(w)                        (39) 

 

Essa distribuição inicial — o prior — codifica crenças prévias sobre quais regiões do espaço 

dos pesos são plausíveis antes da observação dos dados. 

Após incorporar evidências empíricas, atualizamos essa distribuição para obter a posteriori. 

Geometricamente, essa transição altera radicalmente a interpretação do apren- dizado: 
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• Antes: um ponto se deslocando sobre uma superfície de erro 

• Agora: uma densidade probabilística distribuída sobre essa superfície 

 

O modelo deixa de ser uma posição específica e passa a ser uma região probabilisticamente 

ponderada do espaço de parâmetros. 

Cada ponto dessa região corresponde a uma hipótese distinta sobre a estrutura do fenômeno 

observado. 

 

6.3 A POSTERIORI COMO TERRITÓRIO HABITÁVEL 

O objetivo central da inferência bayesiana é determinar a distribuição a posteriori dos pesos 

dado o conjunto de dados observados: 

 

P(w | D)                                                (40) 

 

Onde: 

• w representa o vetor de parâmetros 

• D representa o conjunto de dados de treinamento Pelo teorema de Bayes: 

 

P(w  D) = P(D | w) P(w)                        (41) 

 

P(D)                                                        (42) 

 

Essa expressão combina três elementos fundamentais: 

• A verossimilhança P(D w), que mede o quão bem os pesos explicam os dados 

• O prior P(w), que incorpora crenças estruturais prévias 

• A evidência P(D), que atua como fator de normalização 

 

Sob a interpretação geométrica desenvolvida ao longo deste trabalho, a posteriori pode ser 

vista como a definição de um território probabilisticamente habitável no espaço dos pesos. 

Regiões onde a verossimilhança é alta e o prior é compatível tornam-se densamente povoadas. 

Regiões incompatíveis com os dados ou com as crenças prévias tornam-se rarefeitas ou praticamente 

inacessíveis. 

O aprendizado deixa, assim, de ser a busca por um ponto ótimo isolado e passa a ser a 

caracterização de uma região inteira de plausibilidade paramétrica. 
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6.4 PRIORS COMO GEOMETRIA PRÉ-EXISTENTE 

Antes da observação de qualquer dado empírico, já impomos uma estrutura probabilística 

inicial ao espaço dos pesos por meio dos priors. Um prior é uma distribuição de probabilidade definida 

sobre os parâmetros do modelo: 

 

P(w)                                                        (43) 

 

Ele representa crenças prévias sobre quais configurações paramétricas são, a priori, mais 

plausíveis. 

Na formulação bayesiana, o aprendizado não começa em um espaço neutro. Ele começa em 

um espaço já estruturado por restrições probabilísticas iniciais. Sob a interpretação geométrica 

adotada neste trabalho, o prior pode ser entendido como uma forma de geometria pré-existente 

imposta ao espaço dos pesos. 

Em vez de um espaço plano e indiferenciado, temos um campo de densidade que introduz 

curvaturas, preferências e zonas de maior ou menor plausibilidade. 

Uma analogia útil é interpretá-lo como um tipo de campo gravitacional inicial: 

• Regiões de alta densidade do prior exercem atração probabilística sobre as soluções 

• Regiões de baixa densidade tornam-se energeticamente desfavorecidas 

 

Assim, mesmo antes da incorporação dos dados, a “nuvem” de hipóteses não se distribui 

uniformemente. Ela já nasce inclinada em direção a certas regiões do espaço paramétrico. 

 

6.4.1 Estrutura Matemática 

Priors frequentemente assumem formas que induzem propriedades geométricas específicas. 

Por exemplo, um prior gaussiano isotrópico: 

 

                            (44) 

 

Introduz uma penalização quadrática sobre a magnitude dos pesos. 

Geometricamente, isso equivale a criar uma força restauradora que puxa soluções em direção 

à origem do espaço paramétrico, favorecendo configurações de menor norma. 

Esse comportamento estabelece uma conexão direta entre inferência bayesiana e regularização 
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clássica, como discutido em [2]. 

 

6.4.2 Curvatura Induzida pelo Prior 

Diferentes escolhas de prior induzem diferentes geometrias iniciais: 

• Priors gaussianos produzem paisagens suaves e centradas 

• Priors esparsos (Laplace) favorecem soluções concentradas 

• Priors estruturados podem impor simetrias ou dependências entre parâmetros 

 

Sob essa perspectiva, o prior não é apenas uma escolha estatística. Ele é um mecanismo de 

engenharia geométrica do espaço de hipóteses. 

Ele define, antes de qualquer evidência observacional, quais regiões do espaço dos pesos são 

mais acessíveis ao processo de inferência. 

Mesmo antes do aprendizado começar, o relevo probabilístico já possui inclinações implícitas 

— não determinadas pelos dados, mas pelas crenças e restrições que escolhemos impor ao modelo. 

 

6.5 LIKELIHOOD COMO FORÇA DOS DADOS 

A likelihood expressa o grau de compatibilidade entre uma configuração de pesos e os dados 

observados. Formalmente, ela é definida como: 

 

P(D | w)                            (45) 

 

Onde D representa o conjunto de dados e W os parâmetros do modelo. Enquanto o primeiro 

introduz uma estrutura probabilística independente da experiência empírica, a likelihood emerge 

diretamente da interação entre o modelo e as observações disponíveis. 

Sob a perspectiva geométrica adotada neste trabalho, a likelihood atua como uma força 

esculpidora do espaço paramétrico. 

Cada exemplo observado contribui para deformar a paisagem probabilística, favorecendo 

regiões do espaço dos pesos capazes de explicar adequadamente os dados e desfavorecendo regiões 

inconsistentes com as evidências empíricas. 

Essa influência pode ser interpretada de forma análoga a um campo de tensão aplicado sobre 

a geometria inicial definida pelo prior. 
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6.5.1 Interação entre Prior e Likelihood 

A dinâmica conjunta pode ser interpretada da seguinte forma: 

• O prior define a curvatura inicial do espaço de hipóteses 

• A likelihood introduz deformações induzidas pelos dados 

 

Se o prior atua como uma geometria pré-existente, a likelihood opera como um conjunto de 

forças locais que remodelam essa geometria à luz da evidência observacional. 

Cada amostra adiciona uma contribuição incremental à estrutura global da função de 

plausibilidade, aprofundando regiões compatíveis com os dados e elevando regiões que produzem 

erros elevados. 

 

6.5.2 Forma Exponencial e Energia Estatística 

Em muitos modelos, a likelihood assume forma exponencial associada a uma função de erro: 

 

P(D | w) ∝ exp −Edata(w)                             (46) 

 

Essa relação estabelece uma ponte direta entre inferência bayesiana e otimização clássica: 

regiões de baixa energia (erro reduzido) correspondem a regiões de alta probabilidade. 

Sob essa interpretação, a likelihood atua como um campo que reorganiza a densidade 

probabilística do espaço paramétrico de acordo com a capacidade explicativa do modelo. 

 

6.5.3 Equilíbrio Probabilístico 

A distribuição a posteriori emerge como o resultado da interação entre essas duas estruturas: 

• A geometria prévia imposta pelo prior 

• As deformações induzidas pelos dados via likelihood 

 

Em termos geométrico-probabilísticos, a posteriori representa o estado de equilíbrio entre 

crença inicial e evidência empírica [2, ?]. 

 

6.6 INCERTEZA EPISTÊMICA E ALEATÓRIA 

A formulação probabilística do aprendizado permite distinguir duas fontes fundamentais de 

incerteza associadas a modelos de aprendizado de máquina: a incerteza epistêmica e a incerteza 

aleatória. 
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6.6.1 Incerteza Epistêmica 

A incerteza epistêmica refere-se à incerteza sobre o próprio modelo. Ela emerge da limitação 

de informação disponível para determinar, com precisão, quais regiões do espaço dos pesos são mais 

plausíveis. 

Em cenários com dados escassos, distribuição de treinamento limitada ou regiões pouco 

exploradas do espaço de entrada, múltiplas configurações para- métricas permanecem compatíveis 

com as evidências observadas. 

Sob a interpretação geométrica adotada neste trabalho, essa incerteza manifesta- se como uma 

dispersão da distribuição a posteriori no espaço dos pesos. 

Em vez de uma região concentrada, observamos uma nuvem ampla e difusa de soluções 

plausíveis. A paisagem probabilística não aponta para um único território habitável, mas para 

múltiplas regiões de plausibilidade comparável. 

À medida que novos dados são incorporados, essa nuvem tende a se contrair, refletindo o 

ganho progressivo de informação sobre o modelo. 

 

6.6.2 Incerteza Aleatória 

A incerteza aleatória, por sua vez, está associada à variabilidade intrínseca dos dados 

observados. Mesmo que o modelo fosse conhecido com precisão abso- luta, a natureza estocástica do 

processo gerador dos dados impediria previsões determinísticas perfeitas. 

Essa forma de incerteza emerge de fatores como: 

• Ruído de medição 

• Variabilidade natural dos fenômenos 

• Ambiguidade estrutural entre entradas e saídas 

 

Geometricamente, a incerteza aleatória não se manifesta como dispersão no espaço dos pesos, 

mas como uma rugosidade persistente na superfície de verossimilhança. 

Mesmo quando a distribuição a posteriori se concentra em uma região bem definida, a 

paisagem probabilística mantém irregularidades locais decorrentes da natureza estocástica dos dados. 

 

6.6.3 Duas Geometrias da Incerteza 

Podemos, assim, distinguir duas estruturas geométricas complementares: 

• A incerteza epistêmica altera a extensão da nuvem de soluções no espaço paramétrico 

• A incerteza aleatória altera a rugosidade da paisagem de probabilidade 
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Enquanto a primeira pode ser reduzida com mais dados, a segunda constitui uma propriedade 

irredutível do processo gerador das observações. 

Essa distinção é central em modelos bayesianos modernos e desempenha papel crucial em 

tarefas que exigem quantificação confiável de incerteza, como diagnóstico médico, previsão científica 

e sistemas autônomos [17,18]. 

 

6.7 AMOSTRAGEM COMO EXPLORAÇÃO DE MUNDOS 

Métodos de amostragem, como Markov Chain Monte Carlo (MCMC) e suas variantes 

aproximadas, podem ser interpretados como mecanismos explícitos de exploração da distribuição a 

posteriori no espaço dos pesos. 

Em vez de buscar um único ponto ótimo — como ocorre em abordagens baseadas em 

otimização determinística — esses métodos constroem uma sequência de amostras cuja distribuição 

converge para: 

 

P(w | D)                             (47) 

 

Geometricamente, isso corresponde a explorar diretamente o território habitável definido pela 

posteriori. 

O sistema não segue um único caminho de descida. Ele realiza saltos estocásticos entre regiões 

de alta probabilidade, atravessando vales, contornando cristas e visitando múltiplas configurações 

plausíveis do modelo. 

Cada amostra pode ser interpretada como uma visita a um mundo possível dentro da família 

de mundos compatíveis com os dados observados e com as crenças prévias incorporadas pelo prior. 

Ao longo do tempo, o conjunto dessas visitas constrói um retrato estatístico do espaço de 

soluções, revelando não apenas onde o erro é baixo, mas também: 

• Quão extensa é cada região plausível 

• Quais regiões são mais frequentemente visitadas 

• Como diferentes soluções se relacionam geometricamente 

 

Sob essa perspectiva, a inferência por amostragem não busca colapsar a incerteza em uma 

única solução. Ela busca mapear a diversidade estrutural do mundo de hipóteses, preservando 

explicitamente a multiplicidade de explicações compatíveis com os dados [9, 19]. 
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6.8 APROXIMAÇÕES VARIACIONAIS COMO GEOMETRIA SIMPLIFICADA 

Na prática, a distribuição a posteriori exata, P(w | D), é quase sempre intratável em redes 

neurais profundas. A dimensionalidade extrema do espaço dos pesos, combinada à complexidade da 

função de verossimilhança, torna inviável tanto sua obtenção analítica quanto sua exploração exata 

por métodos de amostragem. 

Métodos de inferência variacional surgem, nesse contexto, como uma alternativa 

computacionalmente viável. Em vez de explorar diretamente a posteriori verdadeira, constrói-se uma 

aproximação parametrizada pertencente a uma família mais simples de distribuições, denotada por: 

 

qϕ(w)                                                  (48) 

 

Onde ϕ representa os parâmetros variacionais que controlam a forma dessa distribuição. 

O objetivo do processo variacional consiste em encontrar os parâmetros ϕ que tornam a 

distribuição aproximada o mais próxima possível da posteriori real. Essa proximidade é tipicamente 

formalizada por meio da minimização da divergência de Kullback–Leibler: 

 

KL qϕ(w)   P(w | D)                              (49) 

 

Sob a interpretação geométrica adotada neste trabalho, esse procedimento pode ser 

compreendido como uma forma de compressão estrutural do território probabilístico. 

A posteriori verdadeira corresponde a um território irregular, potencialmente multimodal, 

repleto de detalhes topológicos e regiões de curvatura complexa. Trata-se de uma paisagem 

probabilística rica, cuja exploração completa é, em geral, impraticável. 

A aproximação variacional substitui essa estrutura por uma forma mais simples e controlável, 

pertencente a uma família paramétrica restrita, como por exemplo: 

• Uma nuvem gaussiana de covariância completa 

• Uma elipse probabilística de covariância reduzida 

• Uma família fatorada de distribuições independentes 

 

Geometricamente, esse processo equivale a substituir um relevo montanhoso altamente 

detalhado por uma superfície suavizada que preserva apenas suas características macroscópicas mais 

relevantes. 

O objetivo não é reproduzir cada detalhe do território real, mas encontrar a forma simplificada 

que melhor se ajusta às regiões de maior densidade de probabilidade. 
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Essa estratégia permite preservar informações fundamentais sobre incerteza e variabilidade 

paramétrica, mantendo a inferência probabilística tratável mesmo em espaços de dimensão 

extremamente elevada [?, ?]. 

 

6.9 PREVISÃO COMO PROJEÇÃO DE MUNDOS 

Na abordagem bayesiana, uma previsão não é gerada por um único conjunto fixo de pesos. 

Em vez disso, ela emerge da integração das previsões produzidas por múltiplas configurações 

possíveis do modelo, ponderadas por sua probabilidade na distribuição a posteriori. 

Formalmente, a distribuição preditiva é definida como: 

 

P(y | x, D) = ∫ P(y | x, w) P(w | D) dw                              (50) 

 

Onde: 

• x representa a entrada observada 

• y representa a saída a ser prevista 

• w corresponde aos pesos do modelo 

• P(w | D) é a distribuição a posteriori sobre os pesos 

 

Essa expressão descreve o processo de marginalização da incerteza paramé- trica: cada 

possível configuração do modelo contribui para a previsão final de acordo com sua plausibilidade 

probabilística. 

Sob a interpretação geométrica adotada neste trabalho, esse procedimento pode ser 

compreendido como uma projeção da nuvem de mundos possíveis sobre o espaço das saídas. 

Cada ponto da nuvem paramétrica gera uma previsão distinta. Ao projetar- mos toda a 

distribuição de pesos através da função do modelo, obtemos uma distribuição induzida no espaço das 

respostas. 

O que observamos, portanto, não é um único valor previsto, mas uma região de concentração 

probabilística que reflete: 

• A variabilidade entre modelos plausíveis 

• A incerteza associada aos dados 

• A robustez da inferência realizada 

 

O resultado final não é apenas uma resposta pontual, mas uma distribuição de respostas 
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acompanhada de uma medida explícita de incerteza preditiva. 

Essa formulação constitui um dos pilares da inferência bayesiana em aprendizado de máquina, 

permitindo decisões informadas não apenas pela expectativa das previsões, mas também por sua 

variância e confiabilidade [?, ?]. 

 

6.10 O MUNDO COMO DISTRIBUIÇÃO, NÃO COMO PONTO 

A incorporação da incerteza probabilística altera profundamente a metáfora geométrica central 

deste trabalho. 

Na formulação determinística clássica, o aprendizado é frequentemente interpretado como a 

busca por um ponto específico no espaço dos pesos — um mínimo da função de erro que representa 

a melhor configuração possível do modelo. 

Sob a perspectiva bayesiana, essa interpretação torna-se insuficiente. 

O aprendizado não consiste apenas em localizar um vale profundo em uma paisagem fixa, 

mas em identificar uma região inteira de habitabilidade probabilística dentro de um universo de 

configurações plausíveis. 

Em vez de um único ponto ótimo, emerge uma distribuição sobre o espaço paramétrico: 

 

P(w | D)                              (51) 

 

Que descreve não apenas onde o modelo pode estar, mas quão plausível é cada região desse 

espaço. 

Geometricamente, isso transforma a própria ontologia do mundo de aprendizado: 

• Antes: o modelo ocupava um ponto na paisagem do erro 

• Agora: o modelo ocupa uma região probabilística dessa paisagem 

 

O relevo deixa de ser interpretado apenas como um cenário de otimização e passa a ser 

compreendido como um espaço de densidade de crença. 

Sob essa leitura, treinar um modelo não é apenas encontrar o lugar mais baixo, mas delimitar 

a extensão de um território onde soluções compatíveis com os dados podem existir. 

O modelo não habita um ponto. Ele habita uma nuvem. 

E é dessa nuvem — de sua forma, extensão e concentração — que emergem tanto as previsões 

quanto as incertezas associadas ao processo de aprendizado. 

 



 

 
REVISTA ARACÊ, São José dos Pinhais, v.8, n.3, p.1-72, 2026 60 

6.11 TRANSIÇÃO 

Se, até aqui, exploramos como o mundo do aprendizado é definido pela função de erro, 

moldado pela interação entre dados e arquitetura e atravessado por diferentes dinâmicas de 

otimização, resta agora compreender como esse universo abstrato se conecta ao mundo empírico no 

qual os sistemas de inteligência artificial operam. 

A paisagem geométrica descrita nos capítulos anteriores não existe de forma isolada. Ela 

sustenta processos de decisão que produzem efeitos concretos: classificações, recomendações, 

diagnósticos, previsões e intervenções em sistemas físicos e sociais. 

Surge, então, uma questão fundamental: 

Como trajetórias em um espaço invisível de pesos se traduzem em ações observáveis no 

mundo real? 

Responder a essa pergunta exige deslocar o foco da geometria interna do aprendizado para 

suas manifestações externas — isto é, para os mecanismos pelos quais decisões, riscos e 

consequências emergem dessas estruturas matemáticas. 

No próximo capítulo, investigaremos como escolhas feitas no interior da paisagem do erro se 

projetam em sistemas humanos, institucionais e tecnológicos, conectando a dinâmica abstrata do 

aprendizado de máquina às suas implicações práticas, éticas e sociotécnicas. 

 

7 DO ESPAÇO DOS PESOS AO MUNDO REAL 

7.1 DECISÃO, AÇÃO E IMPACTO EM SISTEMAS HUMANOS E TÉCNICOS 

7.1.1 Introdução — Quando a Geometria Sai do Papel 

Até aqui, percorremos um universo essencialmente abstrato: hipersuperfícies de erro, 

gradientes que orientam movimentos locais, nuvens de hipóteses distribuídas no espaço paramétrico 

e territórios probabilísticos que delimitam regiões de plausibilidade. 

Essas estruturas existem em um espaço matemático que não pode ser tocado, visto ou 

experimentado diretamente. Elas pertencem ao domínio da representação formal — um mundo 

construído por funções, distribuições e dinâmicas de otimização. 

No entanto, redes neurais não permanecem confinadas a esse espaço invisível. Elas operam 

em sistemas concretos. Classificam imagens médicas, recomendam conteúdos, aprovam créditos, 

identificam rostos, sugerem sentenças judiciais e orientam veículos autônomos. Em cada um desses 

contextos, decisões produzidas no interior da paisagem do erro atravessam a fronteira entre o abstrato 

e empírico. 

Este capítulo investiga precisamente esse momento de transição: 
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Quando um ponto, uma nuvem ou uma trajetória no espaço dos pesos se transforma em uma 

ação no mundo real. 

A questão central deixa de ser apenas como modelos aprendem, e passa a ser como suas 

estruturas internas se projetam em sistemas humanos e técnicos, produzindo efeitos observáveis, 

riscos mensuráveis e consequências sociais. 

Compreender essa passagem exige conectar geometria, probabilidade e decisão — analisando 

como inferências realizadas em espaços de alta dimensão se materializam como escolhas que afetam 

indivíduos, instituições e infraestruturas tecnológicas. 

 

7.2 MODELOS COMO SISTEMAS DE DECISÃO 

Um modelo treinado pode ser interpretado, em sua forma mais direta, como uma função que 

mapeia observações para ações, previsões ou recomendações. 

Formalmente, esse mapeamento pode ser expresso como: f : X → Y, onde X representa o 

espaço de observações e Y o espaço de saídas possíveis — que podem corresponder a classes, valores 

contínuos, decisões discretas ou estratégias de ação. 

Sob essa formulação, o modelo aparece como um operador funcional que transforma 

informação em resposta. 

No entanto, à luz da interpretação geométrica desenvolvida ao longo deste trabalho, esse 

mapeamento não deve ser compreendido como uma estrutura estática ou puramente algorítmica. 

Ele constitui o resultado emergente de uma longa trajetória no espaço dos pesos — uma 

trajetória moldada por múltiplas forças estruturais. 

Cada decisão produzida pelo modelo carrega, implicitamente, a história completa de seu 

processo de formação: 

• Os dados que esculpiram a paisagem de erro 

• A arquitetura que definiu a geometria do espaço paramétrico 

• O otimizador que determinou a dinâmica de movimento 

• As incertezas que persistem na distribuição de soluções plausíveis 

 

Sob essa perspectiva, uma decisão não é apenas a avaliação instantânea de uma entrada x, mas 

a projeção condensada de todo um processo histórico de aprendizado. 

Cada saída produzida pelo modelo representa, portanto, a manifestação observável de uma 

estrutura geométrica e probabilística subjacente — uma síntese entre trajetória, inferência e incerteza. 
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7.3 A CAMADA INVISÍVEL: MEDIAÇÃO TÉCNICA 

Entre a saída produzida por um modelo e sua materialização no mundo real existe, quase 

sempre, uma camada adicional de mediação técnica e institucional. Raramente decisões algorítmicas 

são executadas de forma direta. Elas atravessam infra estruturas intermediárias que traduzem, filtram 

ou reinterpretam as recomendações produzidas pelo sistema de aprendizado. 

Essa camada pode incluir, por exemplo: 

• Sistemas de recomendação e priorização 

• Regras de negócio e heurísticas operacionais 

• Interfaces de decisão humano–máquina 

• Protocolos institucionais e políticas organizacionais 

 

Esses elementos formam uma infraestrutura de mediação que conecta o espaço abstrato das 

inferências algorítmicas ao espaço concreto das ações executáveis. 

Sob a interpretação geométrica adotada neste trabalho, essa camada atua como um filtro 

geométrico. 

Nem toda direção sugerida pelo modelo se transforma em movimento efetivo no mundo real. 

A projeção da decisão passa por restrições, limitações e reinterpretações impostas por sistemas 

técnicos e humanos. 

Geometricamente, isso equivale a afirmar que a trajetória no espaço dos pesos é projetada em 

um subespaço mais restrito — o espaço das ações permitidas. 

Esse subespaço é definido por múltiplos fatores: 

• Restrições operacionais 

• Normas regulatórias 

• Limites éticos 

• Capacidades técnicas de execução 

 

Assim, a decisão observável não é uma tradução direta da geometria interna do modelo, mas 

o resultado de sua interação com estruturas institucionais e tecnológicas que mediam sua aplicação 

prática. 

 

7.4 FEEDBACK COMO FORÇA GEOMÉTRICA 

Quando uma decisão algorítmica atravessa a camada de mediação técnica e se materializa no 

mundo real, ela deixa de ser apenas uma inferência — torna-se uma intervenção. 
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E toda intervenção gera resposta. 

Usuários adaptam seus comportamentos. Sistemas ajustam seus estados internos. Instituições 

reconfiguram seus processos. Novos dados são continuamente produzidos como consequência dessas 

interações. 

Esse retorno fecha um ciclo dinâmico fundamental: 

 

A ação do modelo altera a distribuição dos dados que, no futuro, moldará novamente a paisagem do 

erro. 

 

A função de erro, que antes era esculpida apenas pela distribuição histórica dos dados, passa 

a ser moldada também pelas consequências das decisões produzidas pelo próprio modelo. 

Sob a interpretação geométrica adotada neste trabalho, isso implica que o explorador deixa de 

ser apenas um viajante passivo da paisagem de aprendizado. 

Ele passa a esculpir o próprio terreno no qual continuará a caminhar. As trajetórias de decisão 

tornam-se, assim, forças geométricas que deformam o relevo futuro da função de erro — criando 

vales onde antes havia planícies, ou elevando colinas onde antes existiam caminhos acessíveis. 

Esse fenômeno é amplamente reconhecido na literatura como feedback loop ou data feedback 

cycle. 

Em sistemas sociotécnicos, tais ciclos podem amplificar padrões existentes, estabilizar 

comportamentos desejados ou, em cenários críticos, reforçar vieses estruturais presentes nos dados 

iniciais [?, ?]. 

 

7.5 SISTEMAS SOCIOTÉCNICOS COMO ESPAÇOS ACOPLADOS 

Modelos de aprendizado de máquina raramente operam de forma isolada. Eles integram 

infraestruturas mais amplas que incluem pessoas, instituições, mercados, legislações e culturas 

organizacionais. 

Nesse contexto, decisões algorítmicas não emergem apenas de dinâmicas matemáticas 

internas, mas da interação contínua entre estruturas técnicas e estruturas sociais. 

Podemos interpretar esses sistemas como espaços acoplados. De um lado, existe um espaço 

geométrico interno, definido por: 

• Pesos e parâmetros do modelo 

• Gradientes e dinâmicas de otimização 

• Distribuições probabilísticas sobre hipóteses 
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Esse é o espaço no qual o aprendizado ocorre formalmente — o domínio das trajetórias 

paramétricas e das paisagens de erro. 

De outro lado, existe um espaço externo, composto por: 

• Comportamentos humanos 

• Normas sociais e institucionais 

• Incentivos econômicos 

• Estruturas legais e regulatórias 

 

Esse é o espaço no qual decisões são interpretadas, executadas e experienciadas. 

A interação entre esses dois domínios cria um sistema acoplado, no qual trajetórias em um 

espaço podem induzir transformações estruturais no outro. 

Decisões produzidas no interior do espaço dos pesos influenciam comportamentos sociais, 

que por sua vez alteram a distribuição dos dados, retroalimentando o processo de aprendizado. 

Sob essa perspectiva, o aprendizado deixa de ser apenas um processo matemático de 

otimização e passa a ser compreendido como um processo sociotécnico dinâmico, coevolutivo e 

historicamente situado [?, ?]. 

 

7.6 IMPACTO COMO CURVATURA SOCIAL 

No espaço geométrico do aprendizado, a curvatura da função de erro mede a sensibilidade do 

sistema a pequenas variações nos pesos. 

Regiões de alta curvatura indicam que deslocamentos mínimos no espaço paramétrico 

produzem grandes variações no erro. Regiões planas, por outro lado, sugerem estabilidade: mudanças 

locais produzem efeitos reduzidos. Essa noção pode ser estendida, de forma análoga, ao domínio 

sociotécnico. 

Assim como a curvatura geométrica mede a sensibilidade da paisagem de aprendizado, o 

impacto social pode ser compreendido como uma medida da sensibilidade do mundo real a pequenas 

variações nas decisões produzidas por modelos algorítmicos. 

Em alguns contextos operacionais: 

• Pequenas variações na saída do modelo produzem efeitos marginais ou reversíveis 

• Em outros, variações igualmente pequenas podem alterar profundamente trajetórias de vida, 

acesso a recursos ou oportunidades institucionais 

 

Decisões relacionadas a entretenimento, priorização de conteúdo ou recomendações de 
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consumo tendem a habitar regiões de baixa curvatura social, onde imprecisões locais possuem 

impacto limitado. 

Por outro lado, decisões associadas a crédito, saúde, segurança pública ou justiça criminal 

operam frequentemente em regiões de alta curvatura, nas quais pequenas perturbações inferenciais 

podem produzir consequências desproporcionalmente amplas. 

Geometricamente, isso sugere que o mundo social, assim como a paisagem do erro, possui 

regiões diferenciadas de sensibilidade estrutural. 

Existem domínios onde o relevo das consequências é suave e tolerante a imprecisões, e outros 

onde a superfície é íngreme, instável e altamente responsiva a variações mínimas. 

Compreender essa curvatura social torna-se fundamental para avaliar risco, responsabilidade 

e a necessidade de supervisão humana em sistemas de decisão automatizada [?, ?]. 

 

7.7 GOVERNANÇA COMO GEOMETRIA IMPOSTA 

Governança, regulação e ética podem ser interpretadas como tentativas de impor uma 

geometria externa aos sistemas de aprendizado de máquina. 

Enquanto a geometria interna do modelo emerge da interação entre arquitetura, dados e 

otimização, a governança introduz restrições que não derivam do erro empírico, mas de valores 

sociais, jurídicos e institucionais. 

Regras, auditorias, protocolos de validação e limites operacionais passam a definir regiões 

proibidas do espaço das ações, independentemente do que o modelo sugere como solução ótima sob 

sua função de erro. 

Na metáfora geométrica, isso equivale a: 

• Construir barreiras no terreno decisório 

• Criar zonas de exclusão algorítmica 

• Redefinir vales e trajetórias permitidas 

 

Certas direções inferenciais tornam-se intransitáveis não por razões técnicas, mas por critérios 

normativos: justiça, segurança, privacidade ou responsabilidade institucional. 

A geometria interna do modelo passa, assim, a coexistir com uma geometria normativa 

externa, imposta pela sociedade na qual o sistema opera. 

O processo decisório final emerge da interseção entre essas duas estruturas: o que é 

tecnicamente provável e o que é socialmente admissível. 
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7.8 RESPONSABILIDADE COMO LOCALIZAÇÃO 

Quando uma decisão algorítmica produz consequências indesejadas, a questão central 

desloca-se do resultado para sua origem estrutural: 

 

Onde, nesse espaço acoplado, está a fonte efetiva da decisão? 

 

Ela reside no modelo treinado? Na distribuição de dados que o moldou? Na arquitetura que 

definiu sua capacidade expressiva? Na camada de mediação técnica que filtrou sua saída? Ou nas 

políticas organizacionais que condicionam seu uso? 

Sob a perspectiva sociotécnica, a responsabilidade raramente se localiza em um único ponto 

isolado do sistema. 

Ela emerge de uma região inteira do espaço decisório, formada pela interação entre 

componentes técnicos, institucionais e humanos. 

Geometricamente, isso equivale a afirmar que a origem de uma decisão não é pontual, mas 

distribuída: uma zona de convergência onde trajetórias de dados, modelos, infraestruturas e normas 

se cruzam para produzir uma ação no mundo real. 

 

7.9 DO EXPLORADOR AO ARQUITETO 

Nos primeiros capítulos, o modelo foi apresentado como um explorador caminhando em um 

mundo desconhecido. 

Neste ponto, a metáfora se inverte. 

Ao implantar sistemas de aprendizado no mundo real, passamos de exploradores a arquitetos 

de mundos. Criamos paisagens geométricas internas que, por meio de decisões automatizadas, passam 

a influenciar paisagens sociais externas. 

 

7.10 CONCLUSÃO — O RETORNO AO HUMANO 

A jornada por milhões de dimensões começa e termina no mesmo lugar: o mundo humano. 

A geometria do erro, os gradientes, os otimizadores e as distribuições de probabilidade são 

ferramentas poderosas. Mas seus efeitos se materializam em contextos que envolvem valores, normas, 

expectativas e vidas reais. 

Compreender a paisagem do aprendizado não é apenas um desafio matemático. 

É, também, um desafio ético, social e político. 
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8 SÍNTESE E PERSPECTIVAS FUTURAS 

8.1 DA GEOMETRIA DO ERRO À GEOMETRIA DO CONHECIMENTO 

8.1.1 Introdução — Fechando o Ciclo 

Ao longo desta jornada, caminhamos por um território que começa com uma função 

matemática simples e termina em sistemas que afetam pessoas, instituições e sociedades inteiras. 

Partimos da ideia de que aprender é mover-se em um espaço de milhões de dimensões. 

Exploramos como esse espaço é gerado pela função de erro, moldado pela arquitetura da rede, 

esculpido pelos dados, atravessado pelos otimizadores e reinterpretado pela incerteza probabilística. 

Neste capítulo final, reunimos essas peças em uma visão unificada e abrimos o horizonte para 

o que ainda pode ser explorado. 

 

8.2 UMA LINGUAGEM COMUM PARA FENÔMENOS DISTINTOS 

Uma das teses centrais deste trabalho é que a geometria fornece uma linguagem comum para 

descrever fenômenos que, à primeira vista, parecem desconectados: 

• Treinamento numérico 

• Generalização estatística 

• Robustez computacional 

• Impacto social e governança 

 

Todos esses processos podem ser reinterpretados como propriedades de um mesmo objeto 

abstrato: a paisagem no espaço dos pesos e suas projeções no mundo real. 

Essa unificação conceitual não elimina a complexidade, mas oferece um eixo em torno do 

qual diferentes disciplinas podem dialogar. 

 

8.3 CONEXÕES COM A FÍSICA ESTATÍSTICA 

A metáfora geométrica do aprendizado possui paralelos profundos com a física estatística. 

Conceitos como: 

• Energia livre 

• Estados metaestáveis 

• Transições de fase 

• Campos de força estocásticos 

 

Existem análogos diretos na dinâmica de redes neurais profundas. Sob essa lente, o 



 

 
REVISTA ARACÊ, São José dos Pinhais, v.8, n.3, p.1-72, 2026 68 

treinamento pode ser visto como a evolução de um sistema fora do equilíbrio, buscando regiões de 

baixa energia sob a influência simultânea de ruído, restrições e forças externas. 

Essa conexão abre caminhos para transferir ferramentas teóricas da física para a análise de 

sistemas de aprendizado em larga escala. 

 

8.4 INFORMAÇÃO COMO GEOMETRIA 

Outra perspectiva emergente é a relação entre geometria e teoria da informação. 

Distribuições de probabilidade no espaço dos pesos podem ser vistas como superfícies 

informacionais, onde: 

• Curvatura está associada à sensibilidade do modelo 

• Volume está associado à diversidade de soluções 

• Distância está associada à divergência entre hipóteses 

 

Essa visão conecta aprendizado de máquina com conceitos como entropia, divergência de 

Kullback–Leibler e compressão de representações. 

Aprender, nesse contexto, é não apenas minimizar erro, mas reorganizar informação em uma 

forma geometricamente eficiente. 

 

8.5 INTERPRETABILIDADE COMO CARTOGRAFIA 

Se o aprendizado cria mundos geométricos invisíveis, a interpretabilidade pode ser vista como 

o esforço de mapear esses mundos. 

Técnicas como: 

• Visualização de ativações 

• Projeções em baixa dimensão 

• Análise de sensibilidade 

• Atribuição de relevância 

 

São tentativas de construir mapas locais de uma paisagem global que nunca pode ser 

completamente representada. 

Essa cartografia não é neutra: cada método destaca certos aspectos da geometria e oculta 

outros. 

Compreender essa limitação é parte essencial de uma ciência madura da interpretabilidade. 
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8.6 ESCALA, COMPLEXIDADE E LIMITES 

À medida que os modelos crescem em tamanho e capacidade, a paisagem do erro se torna 

cada vez mais rica e difícil de caracterizar. 

Questões fundamentais permanecem em aberto: 

• Existem leis universais que governam paisagens de alta dimensão? 

• A geometria de modelos pequenos e grandes pertence à mesma classe? 

• Há limites intrínsecos para a previsibilidade do aprendizado? 

 

Essas perguntas situam o estudo de redes neurais na fronteira entre matemática, física, ciência 

da computação e filosofia da ciência. 

 

8.7 DO MODELO AO CONHECIMENTO 

Em última instância, o aprendizado de máquina não é apenas sobre construir modelos que 

funcionam. 

É sobre transformar dados em conhecimento operacional. 

Geometricamente, isso pode ser visto como a construção de regiões estáveis em um espaço de 

possibilidades, onde decisões, previsões e ações se tornam confiáveis o suficiente para serem 

incorporadas em sistemas reais. 

Nesse sentido, a paisagem do erro é também uma paisagem epistemológica: ela reflete não 

apenas o que o modelo pode fazer, mas o que podemos saber por meio dele. 

 

8.8 ÉTICA COMO DIMENSÃO ADICIONAL 

Ao longo do texto, tratamos de dimensões como parâmetros matemáticos, dados e 

probabilidades. 

Mas, ao conectar esses sistemas ao mundo humano, surge uma dimensão adicional que não 

pode ser ignorada: a ética. 

Decisões automatizadas carregam valores implícitos. Paisagens geométricas internas 

produzem consequências externas. 

Reconhecer essa dimensão é reconhecer que o espaço em que o aprendizado ocorre não é 

apenas técnico, mas também moral. 

 

8.9 PERSPECTIVAS FUTURAS 

As ideias apresentadas aqui apontam para várias direções de pesquisa e desenvolvimento: 
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• Geometria diferencial aplicada à otimização em alta dimensão 

• Análise topológica de paisagens de erro 

• Métodos bayesianos escaláveis para modelos profundos 

• Cartografia computacional para interpretabilidade 

• Estruturas de governança algorítmica inspiradas em teoria de sistemas Cada uma dessas 

direções representa uma tentativa de compreender, de forma mais profunda, os mundos que 

estamos criando ao construir sistemas de aprendizado. 

 

8.10 CONCLUSÃO — CAMINHAR EM MUNDOS QUE CRIAMOS 

Walking Through Millions of Dimensions começou como uma metáfora para o treinamento 

de redes neurais. 

Ao longo dos capítulos, essa metáfora se expandiu para abarcar arquitetura, dados, incerteza, 

decisão e impacto social. 

No fim, a imagem que permanece não é apenas a de um explorador caminhando em um mundo 

invisível. 

É a de uma comunidade de arquitetos, cientistas e cidadãos construindo, coletivamente, os 

próprios mundos em que irão habitar.  
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