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RESUMO

Este trabalho utiliza o produto de Hadamard entre matrizes, propondo-o como recurso pedagdgico
para o ensino de conceitos matematicos e criptograficos na Educagdo Basica. A partir de um
levantamento bibliografico nacional e internacional, constatou-se a auséncia do Produto de Hadamard
como objeto de estudo no curriculo escolar e em trabalhos brasileiros voltados ao ensino de
Matematica. A pesquisa internacional indica que, embora essa operagdo seja mencionada em
contextos avancados, ainda ndo havia registros de sua aplicacdo no Ensino Basico. Nesse cendrio,
desenvolveu-se um sistema de embaralhamento com matrizes e elaborou-se uma adaptacao desse
sistema para a encriptagdo de imagens, utilizando elementos de complexidade suficientemente
simples para implementacdo no Ensino Médio, com foco em seu potencial como ferramenta de
motivacao e contextualizagdo da Matematica. A proposta fundamenta-se na Educacdo Matematica
Realistica, na Modelagem Matematica e nas competéncias previstas pela BNCC, buscando promover
uma aprendizagem mais significativa e aproximar os estudantes de contextos contemporaneos em
que a criptografia se insere.

Palavras-chave: Produto de Hadamard. Criptografia. Ensino de Matematica.
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ABSTRACT

This work utilizes the Hadamard product between matrices, proposing it as a pedagogical resource
for teaching mathematical and cryptographic concepts in Basic Education. Based on a national and
international bibliographic survey, the absence of the Hadamard product as an object of study in the
school curriculum and in Brazilian works focused on mathematics education was noted. International
research indicates that, although this operation is mentioned in advanced contexts, there were no
records of its application in Basic Education. In this scenario, a matrix scrambling system was
developed, and an adaptation of this system for image encryption was elaborated, using elements of
sufficiently simple complexity for implementation in High School, focusing on its potential as a tool
for motivation and contextualization of mathematics. The proposal is based on Realistic Mathematics
Education, Mathematical Modeling, and the competencies foreseen by the BNCC (Brazilian National
Curriculum Base), seeking to promote more meaningful learning and bring students closer to
contemporary contexts in which cryptography is embedded.

Keywords: Hadamard Product. Cryptography. Teaching Mathematics.

RESUMEN

Este trabajo utiliza el producto Hadamard entre matrices, proponiéndolo como recurso pedagdgico
para la ensefianza de conceptos matematicos y criptograficos en Educacion Basica. Con base en una
revision bibliografica nacional e internacional, se observo la ausencia del producto Hadamard como
objeto de estudio en el curriculo escolar y en trabajos brasilefios enfocados en la educacion
matematica. Investigaciones internacionales indican que, si bien esta operacion se menciona en
contextos avanzados, no existen registros de su aplicacion en Educacion Bésica. En este contexto, se
desarroll6 un sistema de codificacion de matrices y se elabor6 una adaptacion de este sistema para el
cifrado de imagenes, utilizando elementos de complejidad suficientemente simple para su
implementacion en la Educacion Secundaria, centrandose en su potencial como herramienta de
motivacion y contextualizacion de las matematicas. La propuesta se basa en la Educaciéon Matematica
Realista, el Modelado Matematico y las competencias previstas por la BNCC (Base Curricular
Nacional de Brasil), buscando promover un aprendizaje mas significativo y acercar a los estudiantes
a los contextos contemporaneos donde la criptografia esta presente.

Palabras clave: Producto Hadamard. Criptografia. Ensefianza de las Matematicas.
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1 INTRODUCAO

A criptografia, em sua forma mais simples, pode ser entendida como a arte de ocultar
informacdes. Desde as primeiras civilizagdes, reconheceu-se a necessidade de transmitir mensagens
com seguranca, protegendo-as de leitores indesejados. Por essa razdo, técnicas de codificacio
surgiram muito antes dos computadores e muito antes da matematica moderna. Entre os registros
histéricos mais conhecidos esta a scyfale: um cilindro onde uma fita era enrolada em espiral. A
mensagem era escrita ao longo do cilindro, linha por linha, e, ao desenrolar a fita, tornava-se ilegivel,
podendo ser recuperada apenas quando novamente enrolada em outro cilindro de mesmo diametro.
Portanto, para este método, o cilindro com seu didmetro especificado era a chave de embaralhamento.

Emissor e remetente deveriam possuir um com mesmas caracteristicas métricas (SINGH, 2013).

Figura 1 - Representagdo da Scytale

Fonte: Wikipédia, 2025.

No Império Romano, Julio César popularizou outra técnica de ocultagdo: a substituicao
alfabética por deslocamento, hoje conhecida como Cifra de César (COUTINHO, 2016). Segundo
Singh (2001), encontra-se na obra As vidas dos Césares, escrito no século II por Suetonio, um
processo que consistia em substituir cada letra da mensagem pela terceira subsequente no alfabeto.
Para facilitar o processo de escrita era produzido um alfabeto cifrado, guiando as substituigdes.
Abaixo temos um exemplo da

tabela de encriptacdo e de uma mensagem encriptada.
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Figura 2 - Alfabeto Cifrado

Alfabeto original:

a bcdefghidi13jk1lmnopagqgqrstuvwzxyz

Alfabeto cifrado:
D EFGHTIJI KILMNG DOPOGQIRSTUVWIXYZAIBTC

Texto original: veni, vidi, vici
Texto cifrado: YHQL, YLGL, YLFL
Fonte: Reproduzida do texto Singh (2001).

Suetonio faz referéncia apenas a chave 3, isto ¢, o deslocamento de trés posi¢des no alfabeto
utilizado por César. Entretanto, ¢ evidente que outras chaves poderiam ser aplicadas e, considerando
um alfabeto de 26 letras, existem 26 possibilidades de encriptacdo usando o algoritmo da Cifra de
César. Isso evidencia que ndo se tratava de um processo de embaralhamento muito seguro pois, para
o oponente, conhecendo (ou suspeitando) ele o algoritmo, bastava tentar 26 chaves distintas.

Apesar de terem sido criadas com propositos bélicos, as duas técnicas citadas apresentam
simplicidade suficiente para serem implementadas na educagdo basica como recursos pedagogicos,
interdisciplinares e motivadores, como discutido em Rosseto (2018). Isso permite explorar a
matematica de forma significativa e contextualizada, além de promover discussdes sobre a
necessidade do sigilo em muitas transagdes envolvendo as redes sociais, oportunizando a criagdo de
ambientes reflexivos e colaborativos para entender e explicar a realidade de forma critica,
significativa e €tica envolvendo as tecnologias digitais de comunicagdo e informag¢dao como sugerem
algumas competéncias da Base Nacional Comum Curricular para o Ensino Médio (BRASIL, 2025).
Destaca-se, nesse sentido, a habilidade “EF09CO05”, que orienta o estudante do 9°ano a “analisar
técnicas de criptografia para armazenamento e transmissao de dados” (BRASIL, 2022, p. 54). Dessa
forma, contetidos abstratos passam a ter utilidade imediata, ganhando formas concretas de modo a
favorecer o engajamento e interesse dos estudantes.

A Base Nacional Comum Curricular passou por um processo de ampliagdo ao incorporar
oficialmente o Componente Curricular de Computacdo. Essa integracdo foi normatizada pela
Resolugcdo CNE/CEB n° 1/2022, que estabelece as ‘Normas sobre Computagdo na Educacido Bésica
— Complemento a BNCC’ normativa que possibilita a construcao do desenvolvimento do pensamento

computacional, da cultura digital e da logica. A partir dessa resolugdo, o ensino de Computagao passa

REVISTA ARACE, Séo José dos Pinhais, v.7, n.12, p-1-14, 2025 4

‘



ﬁ

Revista A
RAC
A IN7 N\
ISSN: 2358-2472
a fazer parte da organizagdo curricular das redes de ensino, legitimando o trabalho pedagdgico com
temas como criptografia, seguranca da informacao e algoritmos no contexto da Educa¢ao Basica.

Com o avango das tecnologias digitais, a criptografia deixou de ser apenas um recurso militar
e passou a integrar atividades cotidianas. Hoje, praticamente toda comunicag¢do digital — transagdes
bancéarias, mensagens de celular, e-mails e até jogos online — depende de algoritmos avancados para
garantir seguranca, integridade e privacidade. Segundo o IBGE (2024), “a propor¢ao de pessoas com
10 anos ou mais de idade que utilizaram a internet no pais passou de 87,2% em 2022 para 88,0% em
2023. Em 2016, eram 66,1%.” A pesquisa também aponta que “o equipamento mais utilizado para
acessar a Internet em 2023 foi o telefone movel celular (98,8%).” Assim, em um pais cada vez mais
digital, ¢ essencial que o aluno desenvolva a capacidade de utilizar as tecnologias disponiveis, tais
como o celular e computadores, por exemplo. Entretanto, em Brasil (2025), sua quinta competéncia
geral vai além disso: ele precisa ndo apenas utilizar, mas também compreender e até mesmo ser capaz
de criar tecnologias. Essa habilidade ¢ o que Glister (1997) chama de letramento digital, definido por
ele como “a capacidade de entender e usar a informacao em multiplos formatos a partir de uma vasta
gama de fontes, quando apresentada por meio de computadores”. Compreender o funcionamento ¢
fundamental para que o aluno desenvolva um olhar mais critico relacionado aos meios de
comunicacao e informagao digitais e possa propor melhorias ou até mesmo novos sistemas.

Pesquisas demonstram que o trabalho pedagdgico com criptografia ¢ viavel e produtivo no
contexto escolar permitindo atividades interdisciplinares que envolvem Histéria da Matematica,
Matematica, Computacgdo e até Lingua Portuguesa. Ha registros de propostas didaticas baseadas em
criptografia como ferramenta pedagdgica, como em Batista e Fonseca (2025), Bruxelas (2017) e Silva
(2019). Contudo, tais trabalhos frequentemente recorrem a criptografia RSA ou a algoritmos que
existem conhecimentos avangados de Teoria de Numeros, o que restringe sua aplicabilidade em niveis
introdutorios.

Nesse sentido, o produto de Hadamard destaca-se como possibilidade alternativa. Definido
como a multiplicagdo elemento a elemento entre duas matrizes de mesma dimensdo, possui
propriedades singulares que o diferenciam da multiplicagdo matricial convencional, como a facilidade
das operagdes e comutatividade do produto. Tais caracteristicas favorecem aplicagdes criptograficas
acessiveis, permitindo a criacdo de sistemas de transformacdo e embaralhamento de dados com
exigéncia matematica reduzida. Apesar desse potencial, tal produto ndo ¢ abordado em trabalhos
nacionais (e até mesmo internacionais) relacionados ao ensino de Matematica, sendo mais comum

em aplicacdes de engenharia ou em estudos avangados de pds-graduagao.
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Desta forma, este artigo trata-se de uma pesquisa exploratdria, que se constitui como parte de
uma dissertacdo do Mestrado Profissional em Matematica (SILVA, 2025), cujo levantamento
bibliografico foi iniciado em novembro de 2024. Buscas em bases nacionais, como o Banco de
Dissertagdes da USP, SciELO e Google Académico, ndo identificaram trabalhos que utilizassem o
produto de Hadamard como objeto de estudo na Educagdo Matematica. Consultas adicionais via
ferramentas de [.A. também nao retornaram resultados relevantes. Os poucos trabalhos encontrados
no Brasil pertenciam a area da engenharia, como a dissertacao de mestrado em Engenharia Elétrica
de Doniak (2006). Em bases internacionais, utilizou-se o Google Scholar para localizar artigos,
dissertacdes e capitulos de livros relacionados ao tema. Foram aplicadas as seguintes expressoes de
busca:

e “Hadamard product” and “mathematics education”
e “Hadamard product” and “high school”

e “Hadamard product” and “pure mathematics”

Os resultados obtidos revelaram predominantemente materiais voltados a conteudos
avancados. Um caso atipico ¢ Barahmand (2020), que discute justificativas conceituais para o produto
usual de matrizes e menciona o produto de Hadamard apenas como exemplo secundario. Também foi
utilizada a base de dados ERIC, especializada em educacao, aplicando o termo “Hadamard product”
apenas um resultado foi retornado, e aplicava-se ao ensino superior.

Diante dessa lacuna, o presente artigo tem como objetivo investigar o Produto de Hadamard
e propor sua utilizagdo em um sistema criptografico simples, acessivel a estudantes do Ensino Médio.
Busca-se aproximar teoria e pratica por meio de atividades que evidenciem a aplicabilidade do
conceito em processos de encriptagdo digital e analdgica, contribuindo para uma aprendizagem
significativa e conectada a contemporaneidade. Além disso, pretende-se estimular reflexdes sobre o
papel das defini¢des matematicas e sobre como operagdes distintas podem emergir de necessidades
especificas, ampliando a compreensdo dos estudantes acerca da natureza da Matematica e de suas

aplicacdes.

2 METODOLOGIA

O presente estudo caracteriza-se como uma pesquisa bibliografica de natureza exploratodria,
com abordagem qualitativa, voltada a sistematizacdo conceitual e a proposicdo de aplicagdes
didaticas. Conforme Theodorson e Theodorson (1969), pesquisas exploratorias tém por finalidade

promover a familiarizagdo com o fendmeno investigado, permitindo uma compreensdo inicial mais

~
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precisa e orientando etapas posteriores do estudo. A investigacao constatou a inexisténcia do tema na
literatura educacional em Matematica, evidenciando uma lacuna significativa a ser preenchida. Dessa
forma, nosso trabalho pode, especialmente no ambito nacional, divulgar o Produto de Hadamard
como ponto de partida para pesquisas na graduagdo e na poOs-graduagdo, mas, sobretudo e
especialmente, apresentar uma conexao inédita entre esse produto e o ensino basico

Inicialmente, procedeu-se a uma revisao tedrica sobre o Produto de Hadamard, contemplando
suas defini¢des formais, propriedades elementares e potenciais aplicacdes em diferentes areas, com
énfase particular no campo da criptografia. Esse estudo buscou evidenciar as distingdes entre o
Produto de Hadamard e a multiplicacdo matricial convencional, destacando a relevancia de sua
estrutura algébrica para a construgdo de sistemas de codificagdo e transformagdo de dados.

Complementarmente, com base em Singh (2013), realizou-se uma andlise comparativa entre
os principais processos criptograficos historicos. Essa andlise possibilitou discutir o potencial
pedagbgico desses métodos, tanto sob uma perspectiva conceitual quanto aplicada, o que forneceu
subsidios para a elaboragdo de atividades didaticas de criptografia com nivel de complexidade
adequado para aplicagdo no ensino fundamental. Essas atividades foram sistematizadas, detalhadas e

podem ser consultadas em nosso trabalho principal Silva (2025).

3 RESULTADOS
Nesta se¢do, apresentamos o desenvolvimento do sistema criptografico proposto,
estruturando-o a partir das propriedades do Produto de Hadamard e de sua integracdo com quadrados
latinos. O objetivo € evidenciar como conceitos matriciais simples podem ser articulados para formar
um sistema de encriptagdo acessivel, exploravel em sala de aula e matematicamente consistente.
Adotamos as seguintes notagdes:
* Mp,xn(R): O conjunto de matrizes de ordem m X n com entradas reais.
* M, (R): O conjunto das matrizes quadradas de ordem n com entradas reais.

« N={1,2,3,}

Defini¢do: Dadas A = [a;j]e B = [b;;] € My;xn(R), definimos o Produto de Hadamard

como

Ao B =a; - bj] € Mypun(R), (1)

onde a operagdo “-” denota o produto usual dos reais.

‘
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Dadas A,B,C € M,,,(R), « € R, com base nos trabalhos de Million (2007), Kishka et al.
(2018) e por construgdo propria, podemos verificar facilmente as seguintes propriedades:
» Comutatividade: A oB = B o A,
» Associatividade: A o (B oC) = (A oB) o (;
* Distributividade em relacdo a adi¢do: C o (A+ B) = (C°A) + (C° B);
 Distributividade e associatividade em relagdo ao produto por escalar: o.- (A oB) = (a -
A)oB = Aco(a- B);
 Transposta: (Ao B)T = AT o BT;

» Existéncia de elemento neutro: A matriz J,,, definida por

Jan —

) ) 2

¢ denominada Matriz Unidade ou Matriz de Uns. Para qualquer matriz A de ordem m X n com
entradas em R tem-se Ao | = A;

 Inversibilidade: Seja A = [al- j] € Mpxn(R). A tera uma inversa em Hadamard, denotada por

~

A, se e somente se, a;; # 0 para todo 1< i< m e 1< j< n, onde A= [4;] =

([aij _1]) . Além disso, vale que Ao A = J.

3.1 APLICACAO EM CRIPTOGRAFIA

Defini¢io (Dénes e Keedwell (1991)): Um quadrado latino é uma matriz quadrada com n?
entradas, utilizando n elementos distintos, de modo que nenhum deles se repita em qualquer linha ou
coluna da matriz.

Observacao: Para nosso trabalho, interessa apenas os quadrados latinos com entradas no

conjunto dos numeros naturais (N).

REVISTA ARACE, Séo José dos Pinhais, v.7, n.12, p-1-14, 2025 8

‘



Revista Py

ARACE

Exemplo:

Figura 3
|1 2 3 &1 2 3 |1 2 3
I[2 3 1 I [1 2 3 1111
213 1 2 212 3 1 2 2 3 1
301 2 3 303 1 2 313 2 1
Quadrado Latino. Quadrado Latino. Nao ¢ Quadrado
Latino.

Fonte: Autores.

Definicdo: Sejam A, B € M, (N) e seja L um quadrado latino. Define-se a operagao

AQLB = Lla, bij] (3)

onde L[a, b] representa a entrada na linha a e coluna b da matriz L.

Observacdo: A operagdo consiste em usar os pares (a;j,b;j) como coordenadas para

consultar a matriz L.

Exemplo de atividade didatica:

Consideremos a seguinte associacao de cores € nimeros:

Figura 4
Numero Cor
1
2
3

Fonte: Autores.

Tarefa proposta: Construa uma matriz 3 X 3, utilizando apenas os numeros 1 e 2, com o

objetivo de desenhar uma letra. Em seguida:

‘
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1. Crie uma matriz-chave (K) com niimeros aleatérios menores ou iguais a 3;
2. Escolha um quadrado latino L qualquer, de ordem 3 x 3;

3. Aplique o processo de encriptacao usando o quadrado L.

Possivel solu¢ao de um aluno:

Figura 5

mi1

M = {T?Egl

mio
Moo
m3o

msa1

k11
ka1
ka1

k12
ka9
k39

}'—{:

Fonte: Autores.

O criptograma C ¢ obtido pelo produto de Hadamard sobre L:

Figura 6
ci1 Cl2 €13 Limii. k1]  L[miz, ki2])  Lmas, ki3]
C=M®or K= |ca ¢ ca3| = |Limai,ka| L[maz, kaa] L[mas,kas]
€31 €32 C33 L[ﬂl:ilgk(il] L[m:;zgk:sz L[n?»:iliak"ilﬁ]
L[1,2] L[1,3] L[1,1] 2 3 1 ..
~ o L2 3| =2 2 1] = D.
L[2,3] L[1,1] L[2,2] 1 1 3 i..

Fonte: Autores.
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Para recuperar a matriz mensagem M, precisamos de acesso a C, \K e L. Para facilitar a
visualiza¢do e o processo de descriptografia, tomemos a equagdo da matriz C mostrada anteriormente

com destaque nos elementos de M que precisamos descobrir:

Figura 7

L[my1,2] Llmy2,3] Lms,1] 2 3
C=Maop K= |Llmg,1] Llmgs,2] Limss,3|| = (2 2
1 1

L[ms1,3] Llmsa,1] Llmass, 2] .

Fonte: Autores.

[T e
Il

Os valores k;; ja estdo distribuidos na matriz C pois a chave K precisa ser fornecida para quem
ira descriptografar.

O processo de decriptagdo € simples e consiste na seguinte observagao:

* mqq - Temos ¢;; = L[my4, 2] = 2, entdo, ao olhar o quadrado latino L na coluna 2 podemos
perceber que o resultado serd 2 apenas na linha 1, o que garante ser m;; = 1 = PRETO

* my, — Temos ¢y, = L[my,, 3] = 3, entdo, ao olhar o quadrado latino L na coluna 3 podemos
perceber que o resultado sera 3 apenas na linha 1, o que garante ser my, = 1 = PRETO

* mg3 - Temos ¢33 = L[ms3, 2] = 3, entdo, ao olhar o quadrado latino L na coluna 2 podemos

perceber que o resultado sera 3 apenas na linha 2, o que garante ser m3; = 2 = BRANCO.

O quadrado latino garante unicidade da descriptografia, o que assegura a reversibilidade do
sistema. Enquanto embaralhar dados pode ser trivial, a criptografia exige que o processo seja
sistematico e invertivel. Essa ¢ a funcdo do quadrado latino no método. Na pratica pedagogica, ¢
possivel destacar aos alunos que:

e 0 quadrado latino ndo precisa ser sigiloso;
e pode ser utilizado para mensagens diferentes;
e quadrados de ordem maior permitem imagens com mais cores € maior detalhamento;

e aoperacdo combina ideias de funcdes, matrizes, estruturas algébricas e logica computacional.

Assim, o sistema proposto articula conceitos elementares da Algebra Linear com objetos
discretos, apresentado aos estudantes uma aplicacdo concreta e contemporanea da matematica no

contetido da criptografia.

~
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4 CONCLUSAO

O trabalho investigou o potencial do Produto de Hadamard como recurso pedagdgico para o
ensino de conceitos matematicos e criptograficos, relacionando sua aplicagdo com contextos
historicos e praticos da criptografia. A analise bibliografica revelou a auséncia dessa operagao em
producdes académicas nacionais, especialmente no PROFMAT, embora sua presenca seja verificada
em pesquisas internacionais, ainda que em niveis mais avancados de ensino. Essa lacuna reforca a
necessidade de ampliar as discussdes sobre operagdes matriciais alternativas no contexto da Educacao
Bésica.

A proposta desenvolvida, apresentada por meio de uma sequéncia didatica, mostrou que o
Produto de Hadamard pode ser abordado de forma acessivel no Ensino Bésico. A aplicagdo em
criptografia de imagens permitiu aproximar os estudantes de situagdes reais e contemporaneas,
fortalecendo a aprendizagem de conceitos matriciais a0 mesmo tempo em que promove motivacao,
contextualizacdo e integragdo com as competéncias previstas pela BNCC. Assim, contetidos
tradicionalmente abstratos passam a adquirir sentido.

Pensando em desdobramentos futuros, destacamos que existe um sistema criptografico
matricial amplamente conhecido: a Cifra de Hill. Nesse método, letras sdo convertidas em niimeros
e, por meio do produto usual de matrizes, ocorre o embaralhamento desses valores. Esse
embaralhamento ¢ realizado pela multiplicacdo por uma matriz-chave, cuja inversa permite desfazer
o0 processo, possibilitando a desencriptagdo da mensagem. Em nosso trabalho aplicamos o sistema ao
embaralhamento de numeros e pixels associados a eles. A partir dessa perspectiva, abre-se a
possibilidade de estender o método também ao tratamento de caracteres, como letras do alfabeto ou
outros simbolos — de maneira analoga ao que se faz na Cifra de Hill.

Conclui-se, portanto, que os objetivos foram alcancados: o Produto de Hadamard mostra-se
vidvel como ferramenta de ensino, reforcando a importancia de integrar conteudos matematicos a
situacdes contemporaneas e significativas. Além disso, abre-se espaco para novas pesquisas e

aplicacdes didaticas que ampliem a presenca da criptografia no contexto educacional brasileiro.
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